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Dziwne atraktory

Dr Pawel GORA

1. Bedziemy rozwaza¢ ,,historig” punktu x poddawanego wielokrotnie przeksztalceniu f,
Mowiac doktadniej, dla przeksztalcenia np. plaszczyzny w siebie i wybranego punktu xg
rozwazymy ciag: xo, X1 = f(xo), X2 = f(x;) = f(f(x0)) = f2(x0), x5 = f(x3) = f3(x), i tak
dalej, ogolnie x,.; = f(xa) = " (xg). }

Jak sg polozone kolejne punkty x,? Co dzieje si¢ z poczatkowym punktem x, po kolejnym
stosowaniu f? Latwo zbiera¢ dane eksperymentalne; za pomoca kalkulatora lub komputera —
jeden z najlatwiejszych do napisania programéw — praca posuwa si¢ szybko nawet dla
skomplikowanych wzorow. Utrudnia sprawe szybkie kumulowanie si¢ bledow, np. dla
przeksztalcenia Hénona, okreslonego wzorem f(x, ) = (1+y—1,4 x*, 0,3 x) dwa rozne
komputery liczace z dokladnoscig 14 znakow daja — dla tej samj wartosci poczatkowej —
zupelnie rozne wyniki po 50—60 iteracjach.

Przeksztalcenie / moze mie¢ punkt staly xq:f(xp) = xp, moze miel trajektorie okresowq:
flxo) = X1, f(x1) = X2, .... f(xa) = Xo. Czasem obserwujemy zupelnie inny przebieg zjawiska
punkty x, daza do skomplikowanego zbioru asymptotycznego A, skupiaja sie wokél niego

i kraza w jego poblizu. Taki zbior to dziwny atraktor.

Zacznijmy od prostych przykladow. Ponizej wigkszo$¢ obliczen jest pominigta i usilnie
namawiamy Czytelnika, aby sam je przeprowadzit; znakiem (!) oznaczamy miejsca wymagajace
uzupelnienia.
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Dla przeksztalcenia f: R — R, f(x) = e x+ = (rys. 1) znajdujemy f (3) = 5 (). Jest to

jedyny (1) punkt slaly Przy kolejnych iteracjach f odcinek <0, I} zmniejsza si¢ kolejno do
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wigc ﬂ N0, 1) = =3 czyli kazdy punkt odcmka <0, 1> znajdzie sie w koncu dowolnie blisko 7
n=0

N
Moéwimy, ze T jest dla naszego f punktem stalym przyciggajacym.
Rozwazmy nieco bardziej skomplikowana sytuacjg, badajgc przeksztalcenie o wykresie
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widocznym na rys. 2. Mamy: f (—) =T (——) =-?, tzn. punkty vy i 4— tworza trajektorie

okresowq o dlugoéci 2. Niech U; = < > U, = < >
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Wida¢ wige, ze dla U = U,u U,, f"*(U) < f*(U) oraz r'] Mu) = {?, T} Trajektoria

n=0
: |
okresowa {: 3 I} jest dla tego f trajektoriq przyciggajaca.

Czytelnik z latwoscig narysuje sobie wykres przeksztalcenia f: <0, 1> — <0, 1} z trajektoria
okresowa przyciagajaca dowolnego okresu (trzeba jednak zrezygnowaé z réznowartosciowosci f).
A oto dwa przyklady przeksztalcen plaszczyzny: pierwsze ma punkt staly przyciagajacy, drugie
trajektorie okresowg przyciagajaca dlugosci 2.

1 -~
Przeksztaloenje fx,y) = (? ¥y - o) x) ma punkt staty (0, 0), (!). Dla dowolnego kola
= {(x, »): Jr’“i-:v2 r’}: f(K) = Kl () (rys. 3). Dla U = K, zbibr f(U) zawiera sie we

wngtrzu U oraz () /"(U) = {(0, 0)}. Pl.mkt (0, 0) jest przyciagajacy dla f.
nz0
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Atrakt 1 je sig p do wiru
rzecznego — wirujgc przycigga do siebie
pewne swoje oloczenie i, ,w granicy” weigga
je ,,w siebie”.
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ys, 7. Tak dzialajg /~': f~1(X) = X
£ X)) = X.

1
Rozwazmy przeksztalcenie f(x, y) = (l +y— IJr].T x). Jest to przeksztalcenie z rodziny

1 28 -1
rozpatrywanej w3, przya=1,b = P ; jego dzialanie przedstawia rys. 6. Mamy f (E 3 F) =

(-4 7)orazf(_4 7)—(28 _l)(')Punk te t jektorig ok
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na rys. 4, f(U,) zawiera sie we wnetrzu U,, a f(U;) we wnetrzu U, (!),a wigc dla U = U,u U,,
28 -1 -4 7
(U) zawiera si¢ we wnetrzu U. Jest rowniez prawda, ze (W)= (—. —) (-——‘-, = -)}
1) & ¢ pda,g,f(){zs = S
Dowod tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi (wskazowka: znalezé f2(U,) i wykazaé, ze

nrw={(5 )

2. Punkt staly przyciagajacy i trajektoria okresowa przyciagajaca sa przykladami atraktoréw
tzn. zbiordéw przyciggajacych (dokladna definicja na marginesie). Istniejg przeksztalcenia
majgce zbiory przyciagajace nie bedgce punktami stalymi ani trajektoriami okresowymi. Zbiory
takie to wiasnie dziwne atraktory. W poblizu dziwhego atraktora punkty poruszajg sie (przy
dzialaniu przeksztalcenia) w sposob chaotyczny, pozornie przypadkowy.

28 -2 30 L 28 é s
), C= ( 0)iD= (E' 0) , a U, rownoleglobokiem o wierzcholkach

Dlaczego matematsrcy zajmuja si¢ dziwnymi atraktorami? Zréodet tego zainteresowania trzeba
szukac¢ w fizyce. Najwazniejszym dotad nie wyjasnionym teoretycznie zagadnieniem fizyki jest
problem turbulencji. Ze zjawiskiem tym Czytelnik styka si¢ codziennie gwaltownie odkrecajgc
kran: woda wyplywa dziwnie wirujacym, niespokojnym strumieniem. Z powoli odkrecanego
kranu woda czgsto wyplywa w sposob regularny, jakby byla lepka; nazywa si¢ to wyplywem
laminarnym (nie kazdy kran nadaje si¢ do takich obserwacji, np. z kranu z sitkiem zawsze
wyplywa strumien turbulentny).

Turbulencja, bedac zjawiskiem powszechnym, ma ogromne znaczenie praktyczne, Jej
eksperymentalnemu opisowi poswigcono wiele toméw. Istnieje wiele teorii wyjasniajacych
turbulencje w szczegdlnych przypadkach, ale ogoélnej teorii nie ma, :

QOd kilkunastu lat niektorzy fizycy i matematycy prébuja powigzac¢ turbulencje z dziwnymi
atraktorami. Pewnym opisem turbulencji sa réwnania hydromechaniki (réwnania Naviera—
Stokesa). W oparciu o te réwnania definiuje si¢ pewne przeksztalcenia R" w siebie majace
opisac ruch czasteczek wody w turbulentnym strumieniu. Gdyby tak uzyskane przeksztalcenie
miato dziwny atraktor, chaotyczne zachowanie si¢ wody w strumieniu byloby w jakims$ sensie
wyjaénione. Bylby to, by¢ moze, sposéb teoretycznego opisu zjawiska turbulencji.

Jak dotad proby te powiodly sie tylko w bardzo prostych przypadkach. Intensywne prace w tym
kierunku prowadzone sg na calym $wiecie, chociaz wielu fizykow i matematykéw w ogdle nie
wierzy w stusznos¢ takiego podejscia.

Rys. 8



Rys. 5, Twierdzenie Misiurewicza: dla
wartosci parametréw zakropkowanego
zhioru przeksztalcenie flx, y) =

(1 +y—alx|], bx) ma dziwny atraktor,

Punkt staly przyciagajacy i trajektoria
przyciagajaca sy przykladami atraktorow
{nazwa pochodzi od stowa atrakcja), tzn.
zbioréw przyciagajgcych. Zbidor 4 = X
nazywamy atraktorem dla przeksztalcenia
f: X = X, jedliz -

1° istnieje otoczenie U = A takie, e
domknigcie zbioru f(U) zawarte jest we

wnegtrzu U
2° A jest czeScia wspdlng wszystkich
AUn=1,2,..;

3° jesli ¥, i ¥ sa otwartymi podzbiorami A,
to dla pewnego a zbiory f"(V,) i ¥; maja

punkt wspdlny; warunek ten zapewnia
nierozktadalno$é A na sume dwdch rozlgcznych
yech zbiordw o wi {ciach 1° i 2°,

:

3, Ponizej podajemy przyktad przeksztalcenia plaszczyzny majacego dziwny atraktor (jego
zwigzek z rownaniami hydromechaniki jest bardzo, bardzo odlegly). Jest to przeksztalcenie
dane wzorem:

f(x,y) = (A +y—alxl, bx),

gdzie a, b sa parametrami rzeczywistymi. Po raz pierwszy badal je R. Lozi. Na podstawie
eksperymentéw numeryeznych wysnutl hipotezeg, ze przeksztalcenie to przy a = 1,7, b = 0,5
ma dziwny atraktor. Istnienie atraktora dja zbioru parametréw zakropkowanego na rys. 5
udowodnil Michal Misiurewicz z Uniwersytetu Warszawskiego. Warto dodac, ze jest to
pierwszy teoretyczny dowod istnienia dziwnego atraktora, tzw. niehiperbolicznego; dotychczas
o ich istnieniu wnioskowano z obliczefi numerycznych.

Ponizej opisany jest dziwny atraktor przeksztalcenia fdla a = 1,83 i b = 0,297. Wartosci
parametrow zostaly tak dobrane, aby ulatwi¢ obliczenia.

fjest przeksztalceniem roznowartosciowym (1), przeksztalca liniowo (tzn. obrazem odcinka
jest odcinek) iewq pélpla.szzczyznq na dolng, a prawa na gorng (rys. 6) (1).

Rys. 6. Obrazy pélpl

yzn przy pr iuf(x, ) = (I +y=1,7]al, - 2
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) w trzeciej ¢wiartce (!). Niech Z = (—2;%, 0) wtedy f~1(Z) = (0 —) .

S ma dokladnie dwa punkty stale: X' = ( ) w pierwszej ¢wiartce oraz ¥ =

— 1000 —-297
( 1127 1127

Odcinek Zf~1(Z) zawiera punkt X (!), a przy dzialaniu f~! przechodzi w siebie skracajac si¢
w stosunku 1:1,98 tak, jak to pokazano na rys. 7b (!). Tak wiec, dla kazdego n, /"' (Zf-1(2)) =
S fM(Zf-1(Z)). Kolejne obrazy Zf~'(Z) sa przedstawione na rysunkach 7d—10 (kolorowa
tamana), (!). Rysunki 8-10 zostaly znieksztalcone, aby w ogole bylo na nich co$ wida¢. Caly
obszar zakropkowany na kazdym z nich miesci s:e we wnetrzu obszaru pmdstamonego na
rysunku poprzednim.

*

Oznaczmy przez A, zbidr U SYZf-1(Z)). Ao jest bardzo skomplikowanym zbiorem bedacym
nz=0
przeliczalng suma odcinkow.

Niech F bedzie trojkatem o wierzchotkach Z, f(Z) i f2(Z). Rysunki 7e i 8 pokazuja, ze y
S(F)< F(!). Za pomoca F skonstruujemy zbior U, o ktdérym mowa w definicji atraktora.

Rys. 9 Kolejne etapy budowy dziwnego atraktors, Rys, 10,



Rys. 11

fia)

X

Na rysunkach 11a, b, ¢, 12 i 13 pokazane sg odpowiednio F, f~'(F), f~2(F),f/~*(F)if~*(F), ().
Na rys. [3a widaé, ze f(f~*(F)) = f~(F) prawie calkowicie zawiera sie we wnetrzu f~*(F),
jedynie w poblizu punktu X brzegi f~3(F) i f~*(F) pokrywaja sie.

Na rys. 13a przedstawiono trapez R (dluzsze boki sg rownolegle), ktéry dodamy do f~*(F).
Rys. 12a pokazuje, ze U = f~*(F)u R ma wilasno$¢ zadang w punkcie 1° definicji atraktora (!).

Naturalnym kandydatem na dziwny atraktor jest A = ﬂ S"(U). Mozna wykazaé, ze

nz0
() SU) = () f*(F) (radzimy sprébowac), a wiec rys. 9 i 10 przedstawiaja przyblizone
nz0 nz=0
wyobrazenie 4. Poniewaz A, jest zbiorem niezmienniczym (f(A,) = Ag, (1)) zawartym w U,
wiec /A zawiera A,. Poniewaz /A jest zbiorem domknietym (jako przeciecie zbiorow
domknigtych) zawiera domknigcie A,. Mozna wykazad, ze A jest réwny domknigciu Ay, a wiec A
jest ,,bardzo podobny’ do A,. Mozna rowniez wykazac, ze /A spetnia warunek 3° definicji
atraktora. Poniewaz niewatpliwie nie jest punktem stalym ani trajektoria okresows, wigc jest
prawdziwym dziwnym atraktorem.

Na zakonczenie pragne zwroci¢ uwage na trzy wlasnosci charakterystyczne dla dziwnych
atraktorow w ogole:

a) Popelnimy niewielki blad wyobrazajac sobie A jako Ag. Ay jest lamang bez samoprzecigd

o nieskonczonej dlugosci(!), mozna wigc ja uwazac za ,,pozaginang” prosta, polozona na
plaszczyinie w bardzo skomplikowany sposob. Przy przeksztalceniu f zbiér A, wewnetrznie sig
rozszerza (kazdy maly odcinek 4, przechodzi na odcinek o wigkszej dtugosci), natomiast pewne
otoczenie A, jest przyciqgane do Ag (nfate odcinki bliskie i rownolegle do A, zblizaja sie¢ do Ag).

b) Skoncentrujmy na chwilg uwage na odcinku PQ zaznaczonym na rysunkach 8-10. Zbiory
fF)NPQ, fA(F)nPQ if*(F)nPQ przypominaja kolejne zbiory otrzymywane przy konstrukcji
zbioru Cantora (np. K. Kuratowski ,, Wstep do teorii mnogosci i topologii’), mozna wuacl
przypuszczaé, ze A N PQ jest pewnym zbiorem Cantora. Stad wynikaloby, ze /A jest lokalnie
zbiorem Cantora pomnozonym kartezjanisko przez odcinek. Przypuszcza sig, ze jest to typowe
dla dziwnych atraktorow.

) A= r] f"(F). F ma pewne skoriczone pole. Przeksztalcenie f zmniejsza pole kazdej figury
=0

dokladnie b = 0,297 razy (sprobujcie to wykazac), a wige pola zbiorow f"(F) zbiegaja do zera.

Stad wynika, ze pole 4 jest rowne zeru.




