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Twierdzenie o dyktatorze

Nietrudno stworzyc teoretyczny model wyborów np. prezydenckich, w których zwycieza kandydat
uzyskujacy mniej glosów - czesto dzieje sie tak i naprawde przy wyborach posrednich.
Do róznych paradoksów moze tez dojsc, gdy liczba mozliwosci do wyboru przekracza 2 (jeden
z nich widzimy w arlykule B. Kopocinskiego w tym numerzeDelry). W 1950 r. Kenneth
Arrow (Nagroda Nobla w dziedzinie ekonomii, 1972) odkryl glebokie i zadziwiajace prawo:
gdy n ~ 2 osób wybiera sposródm ~ 3 mozliwosci, to pewne naturalne i rozsadnie wygladajace
reguly tego wyboru moga byc spelnione tylko w warunkach dyktatury.

Bedziemy to ilustrowac na prostym przykladzien = 2, m = 3. Dwie osoby: I i II rozpatruja
trzy mozliwosci A, B, C. Kazda osoba ustala". 'oja liste preferencji, np. I uwaza, ze A<-C < B
(A jest gorsze niz C, C jest gorsze niz B), zas dla II jest B< A < C. Ze wszystkich
indywidualnych list preferencji (u nas: dwu) ma powstac ostateczna kolejnosc projektów
(kandydatów, druzyn pilkarskich itd.) A, B, C. Procedure ustalania tej ostatecznej listy oznaczmy
przez (/) i nazwijmy procedura kompromisu lu~ krótko kompromisem. W naszym przykladzie
(n = 2, m = 3) mozliwych ukladów list indywidualnych jest (3!)2, ogólny wzór «m!)") jest
zrozumialy. Oznaczmy przezP ten (m!)"-elementowy zbiór wszystkich zestawów list. Kompromis
(/) przyporzadkowuje kazdemu elementowip zbioru P pewna kolejnosc mozliwosci A, B, C, ...

Najprostszym przykladem (/)jest dyktatura: (/) (zespól list)= lista sporzadzona przez I.
Zrozumiale jest, ze procedura "kompromisu" nie moze byc dowolna funkcja i ze nastepujace

dwa warun,ki na (/) sa najzupelniej rozsadne:

I) jednomyslnosc: jezeli wszystkie osoby uznaja A< B, to na liscie kompromisowej bedzie

równiez A < B;.

2) niezaleznosc: jesli dla dwóch zestawów list preferencjiPI E P i P2 E P zbiór osób uznajacych
A < B jest w obu przypadkach ten sam, to porzadek A i B na kompromisowej liscie(/)(p.) jest
taki sam, jak na(P(P2)'

W naszym dwuelementowym przykladzie: kompromis kazdych list, w których I stawia B< A,
a II stawia A < B, musi ustawiac A i B w jednakowym porzadku. Jezeli tym porzadkiem jest
B < A, to powiemy, ze I dyktuje IIw sprawie (A, B).

Podstawowy lemat (/ wymianie glosi, ze jezeli l dyktuje w sprawie (A, B), to równiez dyktuje
w (A, C) i (B, C), a wiec dyktuje w kazdej sprawie, tj. jest dyktatorem. Ale (gdyn = 2, dwie
osoby) jedna z osób na pewno dyktuje np. w (A, B); dyktuje zatem w ogóle! W malzenstwie
jedna ze stron jest dyktatorem, chyba, ze nie przestrzegaja regal I) i 2).

Gdy /I > 2, twierdzenie o istnieniu dyktatora jest pewnym twierdzeniem algebry. Oznaczmy przez

'/ zbiór wszystkich "grup dyktujacych", tzn.D E 2, gdy funkcja "kompromisu" r:p jest
wyznaczona przez swoje wartosci dla list ulozonych przez czlonków grupyD. Jest dosc
oczywiste, ze

a) wszystkie osoby tworza "grupe dyktujaca",

(opr. red. na podstawieMathemaries Calendar1981)

tj. E?jest filtrem w rodzinie podzbiorów zbioru wszystkich "decydentów". Glówny wynik
Kennetha Arrowa mozna sformulowac tak: przy zalozeniach I) i 2) ten filtr jest ultrafiltrem
a odpowiednie twierdzenie algebraiczne mówi, ze istnieje wtedy jednoosobowa "grupa dyktUJaca",
czyli dyktator.

Zwolennicy pluralizmu zadowolic sie moga rezultatem (B. Peleg, 1978) podajacym inne, równiez
naturalne i rozsadne warunki na funkcje (/), które juz dopuszczaja istnierue niedyktatorskich
"kompromisów". Szczególy znalezc mozna w pracy tegoz autora w czasopismieEconometrica, 46,
str. 153-161,1978r.
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Rozwiazanie zadania M 298. Niechp < 15

bedzie liczba pi~rwsza. Gdyby Gl = p,
to Gp"l = G, +pr = p(r+ I) byloby Llozonc

wbrew zalozeniu. Oznaczmy terazpucz Tk

reszte z dzielenia k . r przez p. Jezeli

p l r. to ' ••.... '''_I wyczerpuja wszystkie

liczby l. 2 •...• p - I i wobec tego znajdzie

sie takie k, ze 'k. = P-s. gdzie s jest
reszta z dzielenia al przez p.
Ale wtedy plak+ I = at +k' , wbrew

zalozeniu i wobec lego p musi dzielic r.

Wynika stad, ze 30030= 2·3·5· 7·11 .131r,

wiec a" > 14r > 400000.
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D" D2 E P2 = DlnD2 E.PiJ,

E) D,DEP)=EEi'iJ,
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