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Mowimy, ze gracz B bije gracza A, jezeli czesciej z nim wygrywa niz przegrywa. Wsréd graczy,
np. szachistéw znane jest nastgpujace zjawisko: gracz B bije gracza A, gracz C bije gracza B
i gracz A bije gracza C.

Zjawisko to mozna sformalizowa¢ nastepujaco: forma kazdego gracza jest zmienng losowa,

a wygrywa gracz, ktéry w danej probie ma wyzsza forme. Oznaczmy przez X, ¥, Z odpowiednio
formy graczy A, B, C. Z opisu zjawiska wynika, ze moze by¢ P(Y > X) > 1/2, PZ>Y)>1)2
P(X > Z)> 1)2.
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Rozgrywki szachowe majg na celu liniowe uporzadkowanie graczy. Ich formy, a wiec
odpowiednie zmienne losowe mozemy uporzadkowaé¢ mowiac, ze zmienna losowa Y, jest
wigksza” od zmiennej losowej X, jezeli P(Y > X) > 1/2. Niestety okazuje si¢, ze ta relacja nie
jest przechodnia. Fakt ten nosi nazwe paradoksu trzech zmiennych losowych Steinhausa

i Trybuly (zob. S. Trybula, On the Paradox of Three Random Variables, Zastosowania
Matemaryki, V (1961), str. 321—332). «

Istnienie paradoksu wyjasnia nastepujacy przyklad. Niech zmienna losowa X przyjmuje wartosc
1 albo 4 z'rozkladem prawdopodobieristwa P(X = 1) = p, P(X = 4) = 1—p, niech zmienna
losowa Y przyjmuje warto$¢ 2 czyli P(¥ = 2) = 1, za$ zmienna losowa Z — wartoéé 0 albo 3

z rozkladem prawdopodobiefistwa P(Z = 0) = 1 —p, P(Z = 3) = p. Przy zalozeniu, Ze zmienne
losowe X, Y, Z sa niezalezne, 0 < p < 1, obliczamy

PY>X)=P(¥Y=2,X=1)=P(¥Y=2)PX=1) =p,
PZ>Y)=PZ=3,Y=2=PZ=3PY=2=p,
PX>Z)=PX=1,Z=0+PX =4,Z=0)+P(X=4,Z =3) =
PX=1)P(Z =0)4+P(X = 4)P(Z =0)+P(X = §)P(Z = 3) = 1—p2.
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Jezeli teraz przyjmiemy, ze p = 5 (]/5— 1) = 0,618 ..., to po prawej stronie mamy zawsze te

samg warto$c¢ 0,618 ..., a wigc mamy paradoks.

Traktujac zadanie bardziej ogélnie mozemy zapytaé, dla jakich tréjek liczb rzeczywistych a, b, ¢
istnieja takie niezalezne zmienne losowe X, Y, Z, ze P(Y > X) = a, P(Z > Y) = b,
P(X > Z) = c. Odpowiedz jest nastgpujaca: Oznaczmy

l—a 1-b
.——) gdya+b> 1,
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max (1 —ab,
afa, b) =

1 gdya+b< 1,

przyczym0<a< 1,0< b < 1. Tréjka X, Y, Z niezaleznych zmiennych losowych spetnia
warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy

l—a(l—a,l—=56) < ¢ < a(a, b).

W szczegllnosei, jezelia = b = ¢, to
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Fakt ten wzmacnia poprzednio rozwazany przyklad. Okazuje si¢ bowiem, ze dopuszczajac
zmienne losowe o dowolnym zbiorze wartosci nie mozna paradoksu uczyni¢ bardziej
wyrazistym.

Zalozenie niezaleznosci formy poszczegélnych szachistow we wzajemnych probach jest pewna
idealizacjg rzeczywistosci, mozliwa do przyjecia. Istnieja jednak sytuacje, w ktorych niezaleznosci
nie ma i wowczas paradoksalnos¢ sytuacji moze byé¢ wyrazniejsza. Przypuiémy, ze zebranie ma
podja¢ pewna uchwale wybierajac sposréd trzech jej projektow A, B, C, biorac pod rozwage

pary projektow i wybierajac wigkszoscia glosow ,,lepszy™ z kazdej pary. Kazdy projekt ma pewna
wartos$¢ preferencying okre§lona na zbiorze zebranych. Oznaczmy przez A < B to, ze wyborca
przedkiada projekt B nad A. Przy trzech projektach mozliwy jest podzial zgromadzenia na szeé¢
frakcji; przypusémy, ze ujawnia sie jedynie trzy frakcje

1/3 zgromadzenia uznaje A < B < C,
1/3 zgromadzenia uznaje B < C < A,
1/3 zgromadzenia uznaje C < A < B.

Nietrudno spostrzec, ze zebrani wickszoscia 2/3 glosow wybiora projekt B sposrod A, B,
projekt C sposrod B, C i projeki A sposréd C, A.



