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Czy jezyk francuski jest bogatszy od polskiego? Tak postawione pytanie rodzi nastepne: co to
wlasciwie znaczy "bogatszy"? Czy bogatszy jest ten jezyk, który ma wiecej slów, czy ten,
w którym mozna wiecej wyrazic, który pozwala dokladniej opisywac rzeczywistosc? I wreszcie-
dlaczego takie pytania pojawlaja sie wDelcie?

Nie bedziemy mówili tu ani o jezyku francuskim, ani o jezyku polskim. Zajmiemy sie jezykiem
matematyki - bo przeciez matematyka ma swój jezyk i to nie jeden.

Upraszczajac nieco mozna powiedziec, ze przedmiotem badan matematyka sa pewne obiekty,
operacje na nich okreslone i relacje wyrazajace zwiazki miedzy nimi. I tak np. matematyk-analityk
(czyli zajmujacy sie analiza matematyczna) bada przede wszystkim liczby rzeczywiste, funkcje
okreslone na zbiorach liczb rzeczywistych (od funkcji najprostszych, takich jak dodawanie
i mnozenie, az po bardzo zlozone - mozna je zreszta na ogól zdefiniowac wychodzac od tych
prostych), a takze pewne relacje, jak np. relacja niewiekszosci. Po to by móc wyglaszac
i zapisywac zdania mówiace o badanych <}biektach trzeba miec zatem nazwy dla interesujacych
nas funkcji i relacji, a takze zmienne, które moglyby reprezentowac obiekty. Czasem mozemy
tez potrzebowac nazw dla pewnych konkretnych obiektów, które z jakichs' powodów
chcielibysmy wyróznic. Wrócmy do naszego analityka: musi on miec nazwe dla funkcji
dodawania (niech bedzie nia "d") i nazwe dla mnozenia (wybierzmy symbol "m"), a takze
nazwe dla relacji niewiekszosci - uzyjmy tu tradycyjnego symbolu,,";; ". Pozwólmy ,mu tez
uzywac nazwy ,,0" do okreslenia tej jedynej liczby rzeczywistej, która dodana do jakiejkolwiek
liczby nie zmienia jej wartosci oraz nazwy ,,1" do okreslenia tej jedynej liczby rzeczywistej,
przez która mozna pomnozyc dowolna liczbe nie zmieniajac jej wartosci. Niechx, y, z itp. beda
zmiennymi, reprezentujacymi liczby rzeczywiste. Oznaczmy wreszcie zbiór wszystkich liczb
rzeczywistych przezR. Dziedzine badan matematyka-analityka mozemy teraz opisac wymieniajac

nazwy interesujacych go obiektów, funkcjii relacji: (R, d, 111, ,,;;,0, l) - rozumiejac, ze "d"
i "m" sa nazwami funkcji dwuargumentowych, "..;;" jest nazwa relacji dwuargumentowej

(tzn. mówiacej o zwiazku miedzy dwoma obiektami), a ,,0" i ,,1" sa nazwami pewnych
wyróznionych elementów zbioruR.

W tym momencie zajrzal mi przez ramie mój przyjaciel, matematyk-mnogosciowiec (a wiec

zajmujacy sie teoria mnogosci czyli teoria zbiorów). "Jak to - powiada - przeciez opisales tu
dziedzine, która ja sie wlasnie zajmuje. Interesuja mnie wlasnosci podzbiorów zbioru liczb
naturalnych. Zbiór wszystkich takich podzbiorów nazwalemR, nazwe "d" nadalem operacji
sumowania zbiorów, nazwa "m" oznacza operacje iloczynu (czesci wspólnej) zbiorów (sa to wiec
nazwy funkcji dwuargumentowych), natomiast symbol,,";;" jest w moim systemie nazwa relacji
zawierania. Uzylem tez nazwy"O" dla zbioru pustego i nazwy" I" dla zbioru wszystkich liczb

naturalnych - który jltst przeciez sam swoim podzbiorem."

Wobec takiego podobienstwa zaczelismy poszukiwac wlasnosci, które pozwolilyby odróznic jedna
dziedzine od drugiej. Oczywiscie moglismy wyrazic taka wlasnosc tylko w jezyku zawierajacym
symbole ,R" "d", "m" itd.; umówilismy sie tez, ze w kazdym jezyku - a wiec i w naszym -
bedzie wystepowal symbol"=", który bedziemy interpretowac (czy:i rozumiec) zawsze jako
równosc. Na poczatek. wybralismy wlasnosc nastepujaca:

m(x,y) = m(y,x) .

. ,Moja dziedzina ma te wlasnosc - powiedzial mnogosciowiec - jesli wezme iloczyn dwóch
dowolnych podzbiorów x i y, to otrzymany zbiór bedzie równy iloczynowi podzbiorówy i x."

Przekonalismy sie tez, ze jesli rozumiec "m" jako mnozenie liczb rzeczywistych, to równiez
w dziedzinie liczb rzeczywistych wystepuje powyzsza wlasnosc - jest to przeciez przemiennosc
mnozenia. Szukalismy wiec dalej:

x..;; d(x, y).
~

Sprawdzilismy najpierw dziedzine mojego przyjaciela, stwierdzajac, ze ma ona powyzsza wlasnosc:

rzeczywiscie, kazdy zbiór jest zawarty w swojej sumie z dowol!:\ym zbiorem y. Czy powyzsza
nierównosc bedzie prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistychx i y (gdy "d" jest dodawaniem)?
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Latwo zauwazylismy, ze nie: jeslix jest liczba 2, ay liczba -10. to nierównosc nie bedzie
prawdziwa. Tak wiec znalezlismy wlasnosc odrózniajaca dwie rozpatrywane przez nas dziedziny,
opisane tym samym jezykiem.
Zacheceni tym sukcesem, zastanawialismy sie dalej: czy mozn'a znalezc taka rozrózniajaca wlasnosc
dajaca sie zapisac przy pomocy naj prostszej relacji, jaka jest równosc? Okazalo sie, ze tak.
Taka wlasnoscia jest np.

x = d(x. x).

Jest ona spelniona przez dowolny podzbiór zbioru liczb naturalnych (gdy "d" interpretujemy

jako sume zbiorów). natomiast nie kazda liczba rzeczywista ja spelnia (gdy"d" oznacza sume
liczb rzeczywistych).

Wypisujac wszystkie te wlasnosci dziedziny mojego przyjaciela mnogosciowca, które dadza sie
wyrazic przy pomocy relacji równosci jako jedynej relacji, wyznaczylibysmy pewna klase dziedzin:
tych, którym te wlasnosci przysluguja. I tak np. do tej klasy nalezalaby dziedzina skladajaca sie
z rodziny wszystkich podzbiorów dowolnego zbioruA oraz operacji sumy i iloczynu zbiorów
z wyróznionym zbiorem pustym i calym zbioremA (co moze ciekawsze, do tej klasy nalezalyby
takze wszystkie tzw. algebry Boole'a; to stwierdzenie nie jest juz jednak calkiem trywialne).
Jak widzielismy wyzej. nie nalezy do wyznaczonej klasy zbiór liczb rzeczywistych z dodawaniem
i mnozeniem. zerem i jedynka. -

Jak wygladaja klasy dziedzin - w przypadku, gdy jedyna rozpatrywana relacja jest równosc,

dziedziny nazywamy algebrami - a wiec, jak wygladaja klasy algebr. które dadza sie w podobny
sposób opisac przy pomocy pewnego zbioru równosci? Mówiac inaczej: jakie klasy algebr mozna
scharakteryzowac przy pomocy równosci? Ascharakteryzowac- to znaczy znalezc taki zbiór

równosci E, ze algebra nalezy do charakteryzowanej klasy wtedy i tylko wtedy, gdy jest w niej
prawdziwa kazda równosc ze zbioruE. -

Odpowiedz na powyzsze pytania zostala udzielona w latach trzydziestych XX wieku przez
amerykanskiego matematyka Garretta Birkhoffa. który zapoczatkowal badania abstrakcyjnych
struktur skladajacych sie ze zbioru i operacji okreslonych na tym zbiorze. Algebra uniwersalna
(tak zostal nazwany ten kierunek badawczy) zajmuje sie takimi wlasnosciami struktur, które nie
zaleza od tego. czym sa ich elementy i jak konkretnie sa na nich okreslone operacje.

Aby móc tu przedstawic owa odpowiedz Birkhoffa, musimy uscislic lub wprowadzic kilka pojec
wlasnie z zakresu algebry uniwersalnej. Kazda strukture postaci(A.l1o ... .In), gdzie A jest
pewnym niepustym zbiorem,af" ...• J. sa operacjami na zbiorzeA (a wiec funkcjami. które
elementom zbioruA - a moga to byc funkcje niekoniecznie jednej zmiennej - przyporzadkawuja
znów elementy tego zbioru). nazwiemy algebra. Napisalem wyzej, ze operacje w algebrze moga byc

funkcjami "niekoniecznie jednej zmiennej"; moga to -byc funkcje o wiecej niz jednej (i wtedy
sprawa jest jasna) badz mntej niz jednej zmiennej (argumencie). Ale czy moze istniec funkcja
bez zmiennych? Otóz tak - i mozna takie funkcje dokladnie opisac na gruncie teorii mnogosci.
Tu zauwazmy. ze wartosc. funkcji "bez zmiennych" musi byc stala, bo przeciez od niczego nie
moze zalezec. Kazda taka funkcja wybiera zatem jakis element ze zbioruA, mozemy ja wiec
z tym elementem utozsamic. Okazuje sie zatem7 ze w ten sposób zawarlismy w naszym pojeciu
algebry takze to. ze moga w niej wystepowac jakies elementy wyróznione.

Bedziemy mówili, ze algebry(AJ" ... .In) i (B, g" ... , gm) sa podobne, jesli maja tyle samo

operacji (czyli n = m) i ponadto operacje jednej z nich maja tyle samo argumentów,

co odpowiednie operacje drugiej; mówiac dokladniej, dla kazdegoi = l, ...• n, operacjef, i K,
maja tyle samo argumentów, sa funkcjami tej samej liczby zmiennych. I tak np. algebra
(R. +, '.0, l) liczb rzeczywistych z operacjami dodawania, mnozenia, zerem i jedynka jest
podobna do algebry(P(N), v, n, 0, N), gdzie peN) oznacza zbiór wszystkich podzbiorów
zbioru liczb naturalnych-.N, v in sa odpowiednio operacjami sumy i iloczynu zbiorów. a zbiór
pusty 0 i zbiór wszystkich liczb naturalnychN sa wyróznionymi elementami zbiorupeN).
Wla~ie dlatego, ze algebry te sa podobne, moglismy uzywac do ich opisu tego samego jezyka,
przedstawionego na poczatku artykulu (pomijamy tu relacje ,,;) ...

Niech wiec A = (AJ" ... .In) i B = (B, g ••... , gn) beda algebrami podobnymi. Przeksztal~nie
h:A --+ B nazwiemy homomorfizmem pierwszej algebry w druga, jesli dla kazdej operacjif, oraz

dowolnych elementówa" ... , a" E A (gdzie ki jest liczba argumentówoperacji.r. - a wiec
i K,) zachodzi równosc
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Mówiac prosciej: jesli najpierw wykonamy na elementachal •...• a., algebry A operacjef,.
a wynik tego dzialania przeniesiemy przy pomocy funkcjih do algebry B. to otrzymamy to samo.

co przy przeniesieniu do algebry B elementówal •...• a., i wykonaniu na ich obrazach operacjig,.
O takiej funkcji h algebraicy mówia krótko. ze "zachowuje operacje" .

.Jesli przy tym funkcjah przeprowadz~ zbiórA na zbiór B (czyli kazdy element zbioruB jest
obrazem - ze wzgledu nah - pewnego elementu zbioruA). to algebre B nazwiemyobrazem

homomorficzny'm algebry A. Mozemy np. latwo sprawdzic. ze algebra(R. +) jest obrazem
homomorficznym algebry(R+ •. ) - gdzie R+ jest zbiorem wszystkich dodatnich liczb

rzeczywistych - ze wzgledu na homomorfizmh: R+ ....•R taki. zeh(a) = loga dla kazdej liczby
rzeczywistej dodatnieja.

Zatrzymajmy sie na chwile przy algebrze(R+. '). Zauwazmy. ze jesli wykonamy mnozenie
dowolnych dwóch liczb rzeczywistych z przedzialu (0.1], to otrzymamy znów liczbe nalezaca
do tego przedzialu; mozemy wiec powiedziec. ze przedzial (0.1] jest zamkniety ze wzgledu na
jedyna operacje algebry(R+ •. ); nie jest tak np. z przedzialem0.2) ani z podzbiorem
{1/2. 1/3. 1/4}. Kazdy podzbiór zbioruR+. który ma taka wlasnosc, nazwiemy podalgebra
algebry (R+, '). Ogólniej. gdy A = (A .II, ... .In) jest dowolna algebra. aB jest podzbiorem
zbioru A takim. ze wykonanie którejkolwiek z operacjifI •...• fn na elementach ze zbioruB
daje w wyniku element zbioruB. to B nazwiemy podal/; ebra algebry A. SCislej mówiac.
podalgebra bedzie algebra B= (BJI •... Jn) z operacjami zredukowanymi do zbioruB. ale
przetiez wskazalismy juz operacje mówiac o algebrze A. wiec tu mozemy je pominac. Mozemy

sprawdzic. ze oprócz przedzialu (0.1] podalgebrami algebry(R+, .) sa np. przedzial(o. ~ ). zbiór
liczb calkowitych dodatnich. zbiór liczb wymiernych dodatnich, .ale nie zbiór wszystkich liczb
pierwszych.

Potrafimy juz otrzymac z danej algebry A nowe algebry przeksztalcajac A przez homomorfizm

albo wybierajac z niej podzbiory zamkniete ze wzgledu na wszystkie operacje algebry A. Musimy
teraz omówic konstrukcje nieco bardziej skomplikowana.

Niech A = (AJI •... Jn) i B = (B. gl •...• gn) beda algebrami podobnymi. Utwórzmy
ze wszystkich elementów zbioruA i zbioru B pary tak, aby w kazdej parze na pierwszym miejscu
byl element zbioruA. a na drugim - element zbioruB. Taka pare utworzona z elementua E A
i elementu b E B oznaczmy symbolem<a. b). a A x B niech bedzie zbiorem wszystkich par tego

typu. I tak np. gdyA = B = R, to zbiorem wszystkich takich par (czyli zbioremR:< R) jest
zbiór wszystkich par liczb rzeczywistych. który mozemy utozsamic z plaszczyzna euklidesowa.
Zdefiniujemy w zbiorze A x B operacje FI. ~.O' Fn tak, aby otrzymac algebre(A x B. FI •... , Fn)
podobna do algebrA i B. Przypuscmy dla uproszczenia, zefi i g, sa operacjami

dwuargumentowymi - zatemF,. tez musi byc operacja dwuargumentowa. Niech <a. b> i <al, bl>
beda parami ze zbioruA x B; wówczas F,«a, b>. <al. bl» = <f,(a. al), g,(b. bl»' Operacja F,
dziala wiec "na wspólrzednych". Jej wartoscia dla danych dwóch par<a. b> i <a" b I) jest para.
w której na pierwszym miejscu jest wynik dzialania operacjifi pierwszej algebry A na "pierwszych
wspólrzednych" tych par. a na drugim miejscu jest wynik dzialania operacjiKI drugiej algebry B
na "drugich wspólrzednych". Jesli wiec np. A= B = (R, +). to w zbiorze R x R definiujemy
"dodawanie" tak: <x. Y>+ <x" YI> = <X+XI' y+ YI)' Algebre zbudowana w powyzszy sposób
z algebr A i B nazywamyproduktem algebr A i B i oznaczamy przez A x B.

Nietrudno taka konstrukcje uogólnic i mówic o produkcie trzech, czterech itd. algebr. Mysle.
ze potraficie to zrobic bez klopotu. Dodajmy jeszcze, ze mozna zbudowac produkt nie tylko
skonczonej rodziny algebr. ale takze nieskonczonej rodziny algebr podobnych. W takim
przypadku jednak konstrukcja wymaga bardziej zawilego opisu. pominmy ja zatem.

Jestesmy juz teraz w stanie przytoczyc obiecane twierdzenie Birkhoffa. mówiace o klasach
charakteryzowanych przez równosci (jak mówia matematycy -defini.owalnych równosciowo).
Otóz:

Klasa ,;t" algebr podobnych jest definiowalna równosciowo wtedy i tylko wtedy, gdy jest
zamknieta ze wzgledu na obrazy homomorficzne. podalgebry i produkty.
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Co to znaczy, ze klasa jestzamknieta ze wzgledu na jakas konstrukcje? Znaczy to, ze jesli
wykonamy taka konstrukcje na algebrach nalezacych do tej klasy, to otrzymamy algebre, która
znów do tej klasy nalezy. W szczególnosci, klasaJt'" jest zamknieta ze wzgledu na obrazy
homomorficzne, jesli kazdy obraz horn om orficzny algebry nalezacej doJt'" tez nalezy do klasy%;
podobnie Jt'" jest zamknieta ze wzgledu na podalgebry, jesli kazda podalgebra algebry nalezacej
do Jt'" tez do % nalezy. WreszcieJt'" jest zamknieta ze wzgledu na produkty, jesli produkt
dowolnej rodziny algebr z klasyJt'" jest znów algebra nalezaca doJt'".

Twierdzenie Birkhoffa mówi wiec, ze przy pomocy równosci mozna opisac te i tylko te wlasnosci
algebr, które sa zachowywane przy przeksztalceniach homomorficznych, które przechodza
z algebry na podalgebre i które nie gina przy budowaniu produktu z algebr majacych
te wlasnosci.

Nie bedziemy przytaczac pelnego dowodu tego twierdzenia. Zauwazmy tylko, ze jesli pewne
równosci sa prawdziwe w algebrze A, to tym bardziej jest tak w kazdej podalgebrze algebry A,
bo elementy tej podalgebry sa przeciez takze !elementami algebry A. Równosci te sa takze

prawdziwe w kazdym obrazie homomorficznym A, gdyz homomorfizm przyporzadkowuje
oczywiscie - tak jak kazda funkcja - równym elementom elementy równe, zachowujac przy tym
operacje. Wreszcie, jesli pewne równosci sa prawdziwe na kazdej "wspólrzednej" produktu
algebr, to prawdziwe sa takze i w calym produkcie, w którym operacje, jak pamietamy,
okreslone sa wlasnie "na wspólrzednych". Widac z powyzszego rozumowania, ze prawdziwosc
równosci zachowywana jest przez podalgebry, obrazy homomorficzne i produkty, a zatem kazda
klasa definiowalna równosciowo jest zamknieta ze wzgledu na te konstrukcje.

Dowód tego, ze kazda klasaJt'" zamknieta ze wzgledu ha obrazy homomor(iczne, podalgebry
i produkty jest definiowalna równosciowo nie da sie tu przedstawic w sposób podobnie prosty .

. Polega on na pokazaniu, ze kazda algebra, w której prawdziwe sa wszystkie równosci prawdziwe
jednoczesnie we wszystkich algebrach z klasyJt'" - jest obrazem homomorficznym pewnej
algebry zJt'" (do jej zbudowania uzywa sie produktów i podalgebr), a wiec z zalozenia do klasy
Jt'" tez nalezy. Wynika stad, ze zbiór tych równosci charakteryzuje jednoznacznie klase%.

Klasa definiowalna równosciowo jest np. klasa wszystkich algebr Boole'a i klasa wszystkich grup,
rozumianych jako algebry z operacja skladania, odwracania i z wyróznionym elementem
neutralnym ~gledem skladania (jednoscia). Nie mozna natomiast scharakteryzowac przy pomocy
równosci klasy wszystkich algebr(A,fI. ... ,fn) takich, ze zbiórA ma dokladnie 2 elementy:
produkt dwóch takich algebr bedzie mial przeciez 4 elementy, nie bedzie wiec do tej klasy
nalezal. Nie jest to dziwne - wlasnosc bycia zbiorem 2-elementowym nie jest wlasnoscia

algebraiczna, nie dotyczy dzialania operacji na zbiorze, podczas gdy równosc mówi zawsze o tym,
ze stosujac w rózny sposób operacje algebry otrzymujemy zawsze to samo. Nie jest tez
definiowalna równosciowo klasa wszystkich grup, rózumianych jako algebry z jedna tylko
operacja skladania. Dla przykladu, grupa jest algebra(R+, '), bo istnieje w niej element
neutralny wzgledem mnozenia (jest nim liczba l), a dla kazdego elementu istnieje element

odwrotny (dla liczby r E R jest nim liczba ~). Algebra ta ma jednak podalgebre - a mianowicie
zbiór liczb calkowitych dodatnich - która grupa nie jest.

Klasy definiowalne równosciowo maja wiele interesujacych wlasnosci. Jesli% jest taka klasa,
to istnieje zbiór równosciE taki, ze algebra A nalezy do klasyJt'" wtedy i tylko wtedy, gdy

spelnia wszystkie równosci ze zbioruE. Moga byc jednak spelnione w algebrze A nalezacej do%
takze równosci spoza zbior~E, których nie spelniaja inne algebry zJt'". Dla przykladu, w klasie
wszystkich grup istnieje grupa jednoelerrientowa, spelniajaca równoscx = y (równosc ta mówi,
ze wszystkie elementy tej grupy sa równe, a wiec ma ona tylko jeden element); oczywiscie zadna
grupa, która ma wiecej elementów, tej równosci nie spelnia. Zawsze jednak istnieja w klasieJt'"

definiowalnej równosciowo algebry (i to dowolnie duze), które nie spelniaja zadnej innej równosci
poza równosciami ze zbioruE - sa to tzw. algebry wolne. Równosci spelnione w tych algebrach
sa wiec równosciami spelnionymi w calej klasieJt'". Co wiecej, z jednej tylko takiej algebry wolnej
mozna otrzymac wszystkie pozostale algebry z klasyJt'" stosujac przeksztalcenia homomorficzne,
wybierajac podalgebry albo budujac produkty.

Okazuje sie, ze jezyk uzywajacy jednego tylko "czasownika", jednej relacji - równosci - jest
dostatecznie bogaty, by'mówic o wielu wlasnosciach algebr, by opisac wiele znanych klas algebr,
a takze - by sprawic wiele satysfakcji matematykom.
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