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O znaczeniu rownosci

Dr Wiktor BARTOL

Czy jezyk francuski jest bogatszy od polskiego? Tak postawione pytanie rodzi nastgpne: co to
wlasciwie znaczy ,,bogatszy”? Czy bogatszy jest ten jezyk, ktory ma wigcej stow, czy ten,

w ktorym moizna wigcej wyrazic, ktory pozwala dokladniej opisywac rzeczywistos¢? I wreszcie —
dlaczego takie pytania pojawiaja sie w Delcie?

Nie bgdziemy mowili tu ani o jezyku francuskim, ani o jezyku polskim. Zajmiemy si¢ jezykiem
matematyki — bo przeciez matematyka ma swoj jezyk i to nie jeden.

Upraszczajgc nieco mozna powiedziec, ze przedmiotem badan matematyka sa pewne obiekty,
operacje na nich okreslone i relacje wyrazajace zwiazki miedzy nimi. I tak np. matematyk-analityk
(czyli zajmujacy si¢ analiza matematyczng) bada przede wszystkim liczby rzeczywiste, funkcje
okreslone na zbiorach liczb rzeczywistych (od funkcji najprostszych, takich jak dodawanie

i mnozenie, az po bardzo zlozone — mozna je zresztg na ogol zdefiniowa¢ wychodzac od tych
prostych), a takze pewne relacje, jak np. relacja niewickszosci. Po to by moc wyglaszaé

i zapisywa¢ zdania mowigce o badanych gbiektach trzeba mieé¢ zatem nazwy dla interesujgcych
nas funkgji i relacji, a takze zmienne, ktore moglyby reprezentowac obiekty. Czasem mozemy
tez potrzebowac¢ nazw dla pewnych konkretnych obiektow, ktére z jakich$ powodow
cheielibySmy wyrozni¢. Wroémy do naszego analityka: musi on mie¢ nazwe dla funkcji
dodawania (niech bedzie nig ,,d") i nazwe dla mnozenia (wybierzmy symbol ,,m"), a takze
nazwe dla relacji niewigkszosci — uzyjmy tu tradycyjnego symbolu ,,<". Pozwolmy mu tez
uzywac nazwy ,,0" do okreslenia tej jedynej liczby rzeczywistej, ktora dodana do jakiejkolwiek
liczby nie zmienia jej wartosci oraz nazwy ,,1" do okreslenia tej jedynej liczby rzeczywistej,
przez ktora mozna pomnozy¢ dowolng liczbe nie zmieniajac jej wartosci. Niech x, y, z itp. beda
zmiennymi, reprezentujgcymi liczby rzeczywiste. Oznaczmy wreszcie zbidr wszystkich liczb
rzeczywistych przez R. Dziedzing badan matematyka-analityka mozemy teraz opisa¢ wymieniajac
nazwy interesujgcych go obiektow, funkgeji i relacji: (R, d, m, <, 0, 1) — rozumiejac, ze ,,d"
i,,m” sa nazwami funkcji dwuargumentowych, ,, <" jest nazwa relacji dwuargumentowej

(tzn. mowiace] o zwigzku migdzy dwoma obiektami), a,,0" i ,,1”" sa nazwami pewnych
wyrdznionych elementow zbioru R.

W tym momencie zajrzal mi przez rami¢ moj przyjaciel, matematyk-mnogosciowiec (a wige
zajmujacy si¢ teoria mnogosci czyli teorig zbiorow). ,,Jak to — powiada — przeciez opisales tu
dziedzing, ktora ja si¢ wlasnie zajmujg. Interesujg mnie wlasnosci podzbioréw zbioru liczb
naturalnych. Zbior wszystkich takich podzbiorow nazwalem R, nazwe ,,d"" nadalem operacji
sumowania zbiorow, nazwa ,,m" oznacza operacj¢ iloczynu (czesci wspolnej) zbiorow (sa to wige
nazwy funkcji dwuargumentowych), natomiast symbol ,,<™ jest w moim systemie nazwa relacji
zawierania. Uzylem tez nazwy ,,0" dla zbioru pustego i nazwy ,,1" dla zbioru wszystkich liczb
naturalnych — ktory jest przeciez sam swoim podzbiorem.™

Wobec takiego podobienstwa zaczglisSmy poszukiwac wlasnosci, ktore pozwolityby odroznic jedna
dziedzing od drugiej. Oczywiscie moglismy wyrazi¢ taka whasnosc tylko w jezyku zawierajgcym
symbole R ,,d”,,,m" itd.; umowili$my si¢ tez, ze w kazdym jezyku — a wigc i w naszym —
bedzie wystepowal symbol ,,=", ktory bedziemy interpretowac (czyli rozumiec) zawsze jako
rownos¢. Na poczatek wybralismy wiasnos¢ nastgpujaca:

m(x, y) = m(y, x).

..Moja dziedzina ma te wlasno$¢ — powiedzial mnogosciowiec — jesli wezme iloczyn dwoch
dowolnych podzbioréw x i y, to otrzymany zbior bedzie rowny iloczynowi podzbiorow y i x."
Przekonaliémy sie tez, ze jesli rozumieé ,,m” jako mnozenie liczb rzeczywistych, to rowniez

w dziedzinie liczb rzeczywistych wystepuje powyzsza wlasnos¢ — jest to przeciez przemienno$é
mnozenia. Szukalismy wigc dalej:

x < d(x, ).
Sprawdziliémy najpierw dziedzing mojego przyjaciela, stwierdzajgc, ze ma ona powyzsza wlasnos¢:

rzeczywiscie, kazdy zbior jest zawarty w swojej sumie z dowolnym zbiorem y. Czy powyzsza
nierownos¢ bedzie prawdziwa dia dowolnych liczb rzeczywistych x i y (gdy ,,d" jest dodawaniem)?
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tatwo zauwazyliSmy, Ze nie: jeéli x jest liczba 2, a y liczba — 10, to nierownos¢ nie bedzie
prawdziwa. Tak wigc znalezlismy wiasno$¢ odrézniajacq dwie rozpatrywane przez nas dziedziny,
opisane tym samym jezykiem. :

Zacheceni tym sukcesem, zastanawiali$my si¢ dalej: czy mozna znalez¢ taka rozrozniajaca wiasnosé
dajaca sig zapisaC przy pomocy najprostszej relacji, jaka jest rowno$¢? Okazalo sie, ze tak.

Taka wlasnoscia jest np.

x = d{x, x)-

Jest ona spelniona przez dowolny podzbior zbioru liczb naturalnych (gdy ,,d” interpretujemy
jako sume zbiorow), natomiast nie kazda liczba rzeczywista ja spelnia (gdy ,,d” oznacza sume
liczb rzeczywistych).

Wypisujac wszystkie te wlasnosci dziedziny mojego przyjaciela mnogosciowca, ktére dadzg sie
wyrazi¢ przy pomocy relacji rownoéci jako jedynej relacji, wyznaczylibySmy pewna klase dziedzin:
tych, ktorym te wlasnosci przystuguja. I tak np. do tej klasy nalezalaby dziedzina skladajgca sie

z rodziny wszystkich podzbiorow dowolnego zbioru A oraz operacji sumy i iloczynu zbiordw

z wyroznionym zbiorem pustym i calym zbiorem A (co moze ciekawsze, do tej klasy nalezalyby
takze wszystkie tzw. algebry Boole’a; to stwierdzenie nie jest juz jednak calkiem trywialne).

Jak widzieliSmy wyzej, nie nalezy do wyznaczonej klasy zbior liczb rzeczywistych z dodawaniem

i mnozeniem, zerem i jedynka. ]

Jak wygladaja klasy dziedzin — w przypadku, gdy jedyna rozpatrywana relacja jest rownosé,
dziedziny nazywamy algebrami — a wiec, jak wygladaja klasy algebr, ktére dadza sie w podobny
sposob opisaé przy pomocy pewnego zbioru rownosci? Mowiac inaczej: jakie klasy algebr mozna
scharakteryzowac przy pomocy rownosci? A scharakteryzowaé — to znaczy znaleZ taki zbior
rownosci E, ze algebra nalezy do charakteryzowanej klasy wtedy i tylko wtedy, gdy jest w niej
prawdziwa kazda réwnosé ze zbioru E.

Odpowiedz na powyzsze pytania zostala udzielona w latach trzydziestych XX wieku przez
amerykanskiego matematyka Garretta Birkhoffa, ktéry zapoczatkowal badania abstrakcyjnych
struktur skladajacych sig¢ ze zbioru i operacji okreslonych na tym zbiorze. Algebra uniwersalna
(tak zostal nazwany ten kierunek badawczy) zajmuje si¢ takimi wlasnosciami struktur, ktore nie
zalezg od tego, czym s3 ich elementy i jak konkretnie s3 na nich okreslone operacje.

Aby moc tu przedstawi¢ owa odpowiedz Birkhoffa, musimy uscislic lub wprowadzi¢ kilka pojec
wlasnie z zakresu algebry uniwersalnej. Kazdg strukture postaci (A, f,, ..-, fi), gdzie A jest
pewnym niepustym zbiorem, a f, ..., f; sa operacjami na zbiorze 4 (a wigc funkcjami, ktore
elementom zbioru 4 — a moga to by¢ funkcje nickoniecznie jednej zmiennej — przyporzadkowuja
znow elementy tego zbioru), nazwiemy algebra. Napisalem wyzej, ze operacje w algebrze mogg by¢
funkcjami ,,niekoniecznie jednej zmiennej”’; moga to byc funkcje o wigeej niz jednej (i wtedy
sprawa jest jasna) badZ mniej niz jednej zmiennej (argumencie). Ale czy moze istnie¢ funkcja

bez zmiennych? Otoz tak — i mozna takie funkcje dokladnie opisa¢ na gruncie teorii mnogosci.
Tu zauwazmy, ze wartosc¢ funkcji ,,bez zmiennych™ musi by¢ stala, bo przeciez od niczego nie
moze zaleze¢, Kazda taka funkcja wybiera zatem jaki$ element ze zbioru 4, mozemy ja wigc

z tym elementem utozsami¢. Okazuje sig zatem, ze w ten sposob zawarliSmy w naszym pojeciu
algebry takze to, ze mogg w niej wystepowac jakies elementy wyroznione. '

Bedziemy mowili, ze algebry (A, f, ..., fu) i (B, g1, ..., £x) 5a podobne, jesli maja tyle samo
operacji (czyli n = m) i ponadto operacje jednej z nich maja tyle samo argumentow,

co odpowiednie operacje drugiej; moéwiac dokladniej, dla kazdego i = 1, ..., n, operacje f; i g;
maja tyle samo argumentow, sg funkcjami tej samej liczby zmiennych. I tak np. algebra

(R, +, -, 0,1) liczb rzeczywistych z operacjami dodawania, mnozenia, zerem i jedynka jest
podobna do algebry (P(N), u, n, @, N), gdzie P(N) oznacza zbior wszystkich podzbiorow
zbioru liczb naturalnych N, v i n sa odpowiednio operacjami sumy i iloczynu zbiorow, a zbior
pusty @ i zbior wszystkich liczb naturalnych N sg wyroznionymi elementami zbioru P(N).
Wiaénie dlatego, ze algebry te sg podobne, mogli§my uzywac do ich opisu tego samego jezyka,
przedstawionego na poczgtku artykulu (pomijamy tu relacje <).-

Niech wigc A = (A4, /1, ..., [.)iB = (B, g,, ..., &) beda algebrami podobnymi. Przeksztalcenie
h:A — B nazwiemy homomorfizmem pierwszej algebry w druga, jesli dla kazdej operacji f; oraz
dowolnych elementow a,, ..., ax, € A (gdzie k, jest liczba argumentow operacji /; — a wigc

i g;) zachodzi rownosé

h(ﬁ'(ﬂ'] porrry alt)) . 81(}1'(&), seey k(akl))-
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Mowiac prosciej: jesli najpierw wykonamy na elementach ay, ..., & , algebry A operacie f7,

a wynik tego dzialania przeniesiemy przy pomocy funkcji 4 do algebry B, to otrzymamy to samo,
co przy przeniesieniu do algebry B elementow a,, ..., a, . 1 wykonaniu na ich obrazach operacji g;.
O takiej funkcji 4 algebraicy mowia krotko, ze ,,zachowuje operacje™.

Jedli przy tym funkcja & przeprowadza zbiér 4 na zbiér B (czyli kazdy element zbioru B jest
obrazem — ze wzgledu na & — pewnego elementu zbioru A), to algebre B nazwiemy obrazem
homomorficznym algebry A. Mozemy np. latwo sprawdzié, ze algebra (R, +) jest obrazem
homomorficznym algebry (R*, -) — gdzie R* jest zbiorem wszystkich dodatnich liczb
rzeczywistych — ze wzgledu na homomorfizm A:R* — R taki, ze i(a) = loga dla kazdej liczby
rzeczywistej dodatniej a.

Zatrzymajmy si¢ na chwilg przy algebrze (R*, -). Zauwazmy, ze jesli wykonamy mnozenie
dowolnych dwoch liczb rzeczywistych z przedziatu (0,1], to otrzymamy zndw liczbg nalezaca
do tego przedzialu; mozemy wigc powiedzie¢, ze przedziatl (0,1] jest zamknigty ze wzgledu na
jedyna operacjg algebry (R*, -); nie jest tak np. z przedzialem (1,2) ani z podzbiorem

{1/2, 1/3, 1/4}. Kazdy podzbidr zbioru R*, ktéry ma taka wlasnos¢, nazwiemy podalgebrg
algebry (R*, -). Ogolniej, gdy A = (A, fi, ..., fu) jest dowolng algebra, a B jest podzbiorem ~
zbioru A takim, ze wykonanie ktorejkolwiek z operacji f, ..., f» na elementach ze zbioru B
daje w wyniku element zbioru B, to B nazwiemy podalg ebrq algebry A. Scislej mowiac,
podalgebrg bedzie algebra B = (B, f,, ..., f,) z operacjami zredukowanymi do zbioru B, ale
przeciez wskazaliSmy juz operacje mowiac o algebrze A, wigc tu mozemy je pomingé. Mozemy

: 1
sprawdzié¢, ze oprocz przedziatu (0,1] podalgebrami algebry (R*, -) sa np. przedzial (O,E)Jbiér

liczb catkowitych dodatnich, zbi6r liczb wymiernych dodatnich, ale nie zbior wszystkich liczb
pierwszych.

Potrafimy juz otrzymac z danej algebry A nowe algebry przeksztalcajgc A przez homomorfizm
albo wybierajac z niej podzbiory zamknjgte ze wzgledu na wszystkie operacje algebry A. Musimy
teraz omowic konstrukcje nieco bardziej skomplikowana.

Niech A = (4, fi, ..., /fa) i B = (B, g4, ..., £,) beda algebrami podobnymi. Utworzmy <
ze wszystkich elementow zbioru A i zbioru B pary tak, aby w kazdej parze na pierwszym miegjscu
byl element zbioru A4, a na drugim — element zbioru B. Taka parg utworzona z elementu a € 4

i elementu b € B oznaczmy symbolem <a, b, a A x B niech bedzie zbiorem wszystkich par tego
typu. I tak np. gdy 4 = B = R, to zbiorem wszystkich takich par (czyli zbiorem R x R) jest
zbior wszystkich par liczb rzeczywistych, ktory mozemy utozsamic z plaszczyzna euklidesowa.
Zdefiniujemy w zbiorze A x B operacie Fy, ..., F, tak, aby otrzyma¢ algebre (4% B, F,, ..., F,)
podobna do algebr A i B. Przypusé¢my dla uproszczenia, ze f; i g, 53 operaciami
dwuargumentowymi — zatem F, tez musi by¢ operacia dwuargumentowa. Niech {a, b i {a,;, by
bedq parami ze zbioru A x B; wowczas Fi({a, b, {ay, b,>) = {fila, a1), g.(b, b,)>. Operacja F,
dziata wiec ,,na wspolrzednych”. Jej wartoscig dla danych dwoch par <a, b) i <a;, b;) jest para,
w ktorej na pierwszym miejscu jest wynik dzialania operacji f; pierwszej algebry A na , pierwszych
wspotrzegdnych™ tych par, a na drugim miejscu jest wynik dzialania operacji g, drugiej algebry B
na ,,drugich wspoirzednych™. Jesli wiec np. A = B = (R, +), to w zbiorze R x R definiujemy
,,dodawanie" tak: {x, 3>+ {x;, ¥1> = {(x+x,, y+y:1>. Algebr¢ zbudowang w powyzszy sposob
z algebr A i B nazywamy produktem algebr A i B i oznaczamy przez A xB.

Nietrudno takg konstrukcje uogoini¢ i moéwi¢ o produkcie trzech, czterech itd. algebr. Mysle,
#e potraficie to zrobi¢ bez klopotu. Dodajmy jeszcze, Ze mozna zbudowaé produkt nie tylko
skoniczonej rodziny algebr, ale takze nieskonczonej rodziny algebr podobnych. W takim
przypadku jednak konstrukcja wymaga bardziej zawilego opisu, pominmy ja zatem.

-

Jeste$my juz teraz w stanie przytoczyé obiecane twierdzenie Birkhoffa, mowigce o klasach
charakteryzowanych przez rownosci (jak mowia matematycy — definiowalnych réwnosciowo).
Otoz:

Klasa X algebr podobnych jest definiowalna réwnosciowo wtedy i tylko wtedy, gdy jest
zamknieta ze wzgledu na obrazy homomorficzne, podalgebry i produkty.



Co to znaczy, ze klasa jest zamknigta ze wzgledu na Jakaﬁ konstrukcje? Znaczy to, ze jesli
wykonamy taka konstrukcje na algebrach nalezacych do tej klasy, to otrzymamy algebre, ktora
znow do tej klasy nalezy. W szczegdlnosci, klasa A jest zamknigta ze wzgledu na obrazy
homomorficzne, jesli kazdy obraz homomorficzny algebry nalezacej do X~ tez nalezy do klasy o7;
podobnie X" jest zamknigta ze wzgledu na podalgebry, jesli kazda podalgebra algebry nalezacej
do A" tez do ¥ nalezy. Wreszcie X~ jest zamknigta ze wzgledu na produkty, jesli produkt

. dowolnej rodziny algebr z klasy 2" jest znow algebra nalezaca do .

Twierdzenie Birkhoffa méwi wige, ze przy pomocy rownosci mozna opisac te i tylko te wlasnosci
algebr, ktore sa zachowywane przy przeksztalceniach homomorficznych, ktore przechodzg
z algebry na podalgebre i ktore nie ging przy budowaniu produktu z algebr majacych
te wlasnosci.
{

Nie bedziemy prz&laczaé pelnego dowodu tego twierdzenia. Zauwazmy tylko, Ze je§li pewne
rownosci sa prawdziwe w algebrze A, to tym bardziej jest tak w kazdej podalgebrze algebry A,
bo elementy tej podalgebry sa przeciez takze 'elementami algebry A. Rownosci te sa takze -
prawdziwe w kazdym obrazie homomorficznym A, gdyz homomorfizm przyporzadkowuje
oczywiscie — tak jak kazda funkcja — rownym elementom elementy réwne, zachowujac przy tym
operacje. Wreszcie, jesli pewne rownosci sa prawdziwe na kazdej ,,wspolrzednej” produktu
algebr, to prawdziwe sa takze i w calym produkcie, w ktorym operacje, jak pamigtamy,
okreslone sg wlasnie ,,na wspolrzednych'. Widac¢ z powyzszego rozumowania, ze prawdziwosc
rownosci zachowywana jest przez podalgebry, obrazy homomorficzne i produkty, a zatem kazda
klasa definiowalna rownosciowo jest zamknigta ze wzgledu na te konstrukcje.

Dowdd tego, ze kazda klasa X zamknigta ze wzgledu ha obrazy homomorf{iczne, podalgebry
i produkty jest definiowalna rownosciowo nie da sig tu przedstawi¢ w sposéb podobnie prosty.

- Polega on na pokazaniu, ze kazda algebra, w kiorej prawdziwe sa wszystkie rownosci prawdziwe
jednoczesnie we wszystkich algebrach z klasy %" — jest obrazem homomorficznym pewnej
algebry z X" (do jej zbudowania uzywa si¢ produktow i podalgebr), a wigc z zalozenia do klasy
X~ tez nalezy. Wynika stad, Zze zbior tych rownoéci charakteryzuje jednoznacznie klase ",

Klasg definiowalng rownosciowo jest np. klasa wszystkich algebr Boole'a i klasa wszystkich grup,
rozumianych ‘_iako algebry z operacjg skladania, odwracania i z wyr6znionym elementem
neutralnym wzgledem skiadania (jednoscig). Nie mozna natomiast scharakteryzowaé przy pomocy
rownosci klasy wszystkich algebr (A, fi, ..., fu) takich, ze zbior A ma dokladnie 2 elementy:
produkt dwoch takich algebr bedzie mial przeciez 4 elementy, nie bedzie wigc do tej klasy

nalezal. Nie jest to dziwne — wlasnosc bycia zbiorem 2-elementowym nie jest wlasnoscia
algebraiczna, nie dotyczy dzialania operacji na zbiorze, podczas gdy rownos¢ mowi zawsze o tym,
Ze stosujgc w rozny sposob operacje algebry otrzymujemy zawsze to samo. Nie jest tez
definiowalna rownoéciowo klasa wszystkich grup, rozumianych jako algebry z jedng tylko
operacja skladania. Dla przykladu, grupa jest algebra (R*, ), bo istnieje w niej element
neutralny wzgledem mnozenia (jest nim liczba 1), a dla kazdego elementu istnieje element

?

1
odwrotny (dla liczby r € R jest nim liczba —) . Algebra ta ma jednak podalgebrg — a mianowicie
r

zbior liczb catkowitych dodatnich — ktéra grupa nie jest.

Klasy definiowalne rownosciowo maja wiele interesujacych wiasnosci. Jesli ¥ jest takg klasa,

to istnieje zbior rownosci E taki, ze algebra A nalezy do klasy " wtedy i tylko wtedy, gdy

<292 - : spelnia wszystkie rownosci ze zbioru E. Moga by¢ jednak spelnione w algebrze A nalezacej do X~
§ mcjalow mugdsy punktami A4 1+ B preed _ atad ey i = T i
Bericn, jost rowna takze rownosci spoza zbioru E, ktérych nie spelniajg inne algebry z #°. Dla przykiadu, w klasie

zadaniz F ¥15. Réinica

Fivi= i, wszystkich grup istnieje grupa jednoelementowa, spetniajaca rownosé¢ x = y (rownosé ta mowi,
= . ze wszystkie elementy tej grupy sg rowne, a wigc ma ona tylko jeden element); oczywiscie zadna
) B Sl i grupa, ktora ma wiecej elementow, tej rownosci nie spelnia. Zawsze jednak istnieja w klasie ¢
Bynie wicc prad. carastsjacy ai do definiowalnej rownosciowo algebry (i to dowolnie duze), ktore nie spelniaja zadnej innej rownosci
pdci (réimica pradéw rwarcia iradel) poza rownosciami ze zbioru E — sg to tzw. algebry wolne. Rownosci spetnione w tych algebrach
e L sa wiec rownosciami spelnionymi w calej klasie _.Jf . Co wigeej, z jednej tylko takiej algebry wolnej
; > mozna otrzymaé wszystkie pozostale algebry z klasy o~ stosujac przeksztalcenia homomorficzne,
ica potencialéw [/p zmaleje wiedy wybierajac podalgebry albo budujgc produkty.

[, jedmak prad bedric nadal plyngl

ek mmc praewodnika. f :

MP""*“"’ A B ::df'kl Hynie Okazuje si¢, e jezyk uzywajacy jednego tylko ,,czasownika”, jednej relacji — réwnosci — jest
opornoici prax nika . c ) ¥ - ¥ * - .

B ok pord zwarciem Ui = O, dostatecznie bogaty, by .mémé 0 wlel‘l:l wiasnosciach algebr, by opisa¢ wiele znanych kias algebr,

=, a takze — by sprawic wiele satysfakcji matematykom.
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