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Raz jeszcz~' ogeometrii rzutowej

Dr Marek KORDOS

Jesli do kazdej prostej na plaszczyznie euklidesowej dolaczymy nowy punkt - jej kierunek
i umówimy sie, ze wszystkie nowe punkty tworza nowa .prosta, to tak wzbogacona plaszczyzna

bedzie plaszczyzna rzutowa. Pisalismy juz o tym kilkakrotnie.

KTO JA ZROBIL I PO CO

Geometrie rzutowa "wymyslili" siedemnastowieczni geometrzy. Patrzac mianowicie na
tryumfujaca wówczas w malarstwie perspektywe zbiezna, gdzie proste równolegle zbiegaly sie na
horyzoncie pomysleli: w tym szalenstwie jest metoda! (tez cytat z XVII wieku). Bo przeciez

kazdy.przyzna, ze perspektywa zbiezna(= fotograficzna) doskonale przedstawia rzeczywistoSC.
Stad nieuniknione pytanie: jakie sa jej geometryczne reguly. Z drugiej strony zauwazyli, ze
znajomosc tych regul pozwoli ulatwic rozwiazywanie "zwyczajnych" zadan geometrycznych.
Wystarczy bowiem na rysunek z danymi zadania spojrzec perspektywicznie w odpowiedni sposól

i juz nie bedzie na nim zadnych prostych równoleglych. Rzecz jednak ~ tym, czy rezygnacja
z pojecia przystawania (ono sie psuje w perspektywie - prawda?) bedzie mniejsza strata, niz
zysk z mozliwosci uzywania punktów przeciecia dowolnych prostych. Okazalo sie, ze w kazdym
razie warto uzywac i tej metody.

JAK TO OBEJRZEC

--

Plaszczyzna rzutowa w momencie swego powstania byla obiektem bardzo dziwnym. Byly na niej
zwykle proste, ale byla tez i "niezwykla", byly zwykle punkty, ale tez i "niezwykle". Jednak.
wszelkie próby znalezienia jakiejs wlasnosci "niezwyklych" punktów czy prostej, wyrózniajacej

je od zwyklych nie udawaly sie. Wyciagnieto stad sluszny (jak sie potem okazalo) wniosek, ze
nasz oglad plaszczyzny rzutowej, jako wzbogaconej euklidesowej, jest tendencyjny. Jak zatem
spojrzec na nia obiektywnie?
Opisana nizej metoda jest szczególnym przypadkiem zastosowania ogólnego pojecia
izomorfizmu, wynalezionego pod koniec XIX w. "Izomorficzny" - znaczy "tak samo
zbudowany". Jesli wiec mamy obiekty izomorficzne, to maja one te same wlasnosci i mozemy

ogladac ten z nich, który nam "bardziej pasuje". Tu dostandardowej plaszczyzny rzutowej
(opisanej wyzej) dolaczymy kilka izomorficznych. W ten sposób ogladajac to ten, to ów,
byc moze dostatecznie wszechstronnie potrafimy ja obejrzec.

JEDNORODNOSC

Srodkowa plaszczyzna rzutowa nazwiemy nastepujacy obiekt: nad standardowa plaszczyzna
rzutowa obieramy punkt, dalej zwany srodkiem. Kazdemu punktowi standardowej plaszczyzny
rzutowej przyporzadkowujemy prosta laczaca go ze srodkiem. To przeksztalcenie daje nam
wlasnie srodkowa plaszczyzne rzutowa. Jej "punkty" to proste przechodzace przez srodek.
A jej "proste" - (oczywiscie!) to plaszczyzny przechodzace przez srodek. Latwo zauwazyc, ze
"niezwyklym" punktom plaszczyzny standardowej odpowiadaja proste równolegle do jej
euklidesowej czesci, a "niezwyklej" prostej - równolegla plaszczyzna. Lezeniu punktu na
prostej w modelu standardowym odpowiada w modelu srodkowym lezenie prostych na
plaszczyznach. Zauwazmy jednak, ze model srodkowy jest calkowiciejednorodny: wszystkie jego

"punkty"i w~zystki~ jego "proste" nie róznia sie wzajemnie.

DUALNOSC

Metoda okazala sie dobra - stosujmy ja dalej. Obierzmy mianowicie przestrzenny uklad
wspólrzednych tak, aby srodek naszego srodkowego modelu byl poczatkiem ukladu, a wiec
mial wspólrzedne (0,0,0). Wówczas kazdej prostej przechodzacej przez srodek odpowiadac
bedzie trójka liczb(a, b, c) taka, ze dowolny punkt tej prostej bedzie postaci(a' t, b· t, c' t)-

prawda? Tyle, ze jednej prostej odpowiadac bedzie wiele trójek, dokladniej - kazda trójka
proporcjonalna do(a, b, c) z wyjatkiem trójki (O, O, O) - ich zbiór oznaczmy [a, b, cJ. Tak
wiec kazdemu "punktowi" modelu srodkowego odpowiada pewien zbiór[a, b, c].

Zabierzmy sie do plaszczyzn przechodzacych przez srodek. Kazda z nich jest postaci

px+qy+rz = O,

a wiec i jej odpowiada jednoznacznie pewien zbiór[p, q, r] trójek. A wiec kazdej "prostej"

modelu srodkowego tez odpowiada pewien zbiór[p, q, r].
Powstaje nam wiec model zwanyanalitycznym, w którym punkty sa nierozróznialne od prostych.
Ciekawe! Tym ciekawsze, ze prosta lezy na plaszczyznie, gdy jej wektor kierunkowy (a wiec

(a, b, c» jest prostopadly do wektora prostopadlego do plaszczyzny (a wiec(p, q, r», czyli

Rozwiazanie zadania M 296. Zapiszmy

równanie 9 ,dokladneH w formie .F

y'+py+Q = O. Odejmujac je od danego,
mamy (x'-y')+p(x-y)+q-Q = O, czyli
(x-y) (x+y+p) = Q-q. Oznaczajac przez
Yl pierwiastek dokladny blizszyx" a przez
Xl drugi pierwiastek przyblizony mamy
IX,-Y.! = IQ-qlllx,+y,+pl =
IQ-qlllx,+y,-(x,+x,)1 =
IQ-qllly,-x,l. Ale ly,-x,1 z y"Ll > 10
i wobec tego lXI- y.J < 0,0001. (x)

10
ap+bq+cr = o.



Zatem i warunek na lezenie "punktu" na "prostej" w modelu srodkowym tak samo sie
prezentuje ze strony "punktów", jak i "prostych".

, Chwila namyslu i moral: Na plaszczyznie rzutowej wlasnosci punktów i prostych niczym sie nie
róznia. Albo mocniej: Jesli w twierdzeniu geometrii rzutowej zamienimy miejscami nazwy punktów

i nazwy prostych, to otrzymamy znów (czesto inne) twierdzenie geometrii rzutowej. Ta wlasnosc
nazywa siedua/noscia.Zatem, przez odpowiedni izomorfizm wykazalismy dualnosc.

DWA ZADANIA DLA CZYTELNIKA

c

A

Pierwsze to w gruncie rzeczy formalnosc - po prostu nie sprawdzilismy jeszcze, ze wzór (x)
opisujacy lezenie "punktu" na "prostej" nie zalezy od tego, która konkretnie z trójek liczb
odpowiadajacych "punktowi" i która sposród trójek liczb odpowiadajacych "prostej"
wybralismy. Ale nie zalezy - Czytelniku, sprawdz!
l drugie zadanie: mozna ze standardowej plaszczyzny rzutowej przejsc bezposrednio do opisanego
wyzej modelu analitycznego. Czytelniku, zrób to! (Ewentualna pomoc mozna znalezc w "Delcie"
12/1980).

JEDNOSTRONNOSC

Od modelu srodkowego przejdziemy teraz do modeluna sferze.Mianowicie zobaczmy, co sie
stanie, jesli "punkty" - tj. proste przechodzace przez srodek i "proste" - tj. plaszczyzny
przechodzace przez srodek przetniemy ze sfera o srodku ... no, gdziezby - oczywiscie w srodku.
Nowymi "punktami" beda teraz pary antypodów, a nowymi "prostymi" - okregi wielkie sfery.
Model ten ma wielka zalete - uzyty do jego budowy surowiec (czyli sfere) mozna traktowac tak
jakby byl to obiekt materialny. Mozna np. ogladac tylko te strone sfery, która widac. I przy
zalozeniu, ze widzimy polowe sfery, bedziemy mieli o modelu pelna informacje. Istotnie - na
pólsferze jest reprezentowana kazda para antypodów i to przewaznie przez jeden punkt. Oba
antypody widac tylko na brzegu.
Taki sposób ogladania modelu na sferze ma wielka zalete. Mozna obracac sfere, a zmieniajacy
sie na niej obraz bedzie po prostu odpowiadal ogladaniu figury z róznych stron. Przeciez, gdy
jeden z antypodów bedzie ginal nam z oczu z drugiej strony pojawi sie jegoa/ter ego- w naszym
modelu ten sam punkt. Seria rysunków wskazuje np., ze figura czarna i czerwona w istocie

Q

wygladaja tak samo. Mozna te rysunki sprawdzic rysujac kreda na globusie. A teraz wlasnie
o jednostronnosci. Narysujmy na sferze kólko. No i obracajmy. Po chwili stwierdzamy,
ze plaszczyzna rzutowa to suma kólka i wstegi Mobiusa. Rzeczywiscie - sklejenie obuB,
obu D i obu X to wstega Mobiusa. A ze wstega Mobiusa ma jedna tylko strone, wiec jedna

strone ma i cala plaszczyzna rzutowa.

ZNÓW ZADANIA

A raczej propozycje wykonania samodzielnych obserwacji:
I. Trzy proste dziela plaszczyzne rzutowa na cztery tak samo wygladajace figury.
2. Jedna prosta w ogóle nie dzieli plaszczyzny rzutowej.
3. Parabola, hiperbola i elipsa wygladaja na plaszczyznie rzutowej tak samo.

MORAL

z tego taki: ci, co wymyslili geometrie rzutowa, sami nie wiedzieli, jaka to zdumiewajaca
dyscyplina. A dzis, gdy juz wiele o niej wiemy, wlasciwie zapomnielismy ojej "plastycznym"
pochodzeniu. I uprawiamy ja jako suwerenna dyscypline wiedzy. W gruncie rzeczy ta droga
powstaly wszystkie galezie nauki.
A zatem do roboty. Wezmy sie za jakis konkretny obiekt, skrupulatnie obejrzyjmy go ze

wszystkich stron, przyjrzyjmy sie obiektom izomorficznym i ... nowa galaz wiedzy gotowa.
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