Rys. |. Funkgje fi g sa tu bardzo proste:
okresla je pigé wartodei {0,1,2,3, 4} na
zhiorze {0, 1, ..., 12}, poza tym sa liniowe.

Rys. 2. Funkcja g ma preedziat stalodci na
wysokodci 1/2, a funkcja f ma nieskon

witle oscylacii wokdt tego poziomu. Taternik
idacy po drobnych wzniesieniach
izaglgbieniach zbocza f zmusilby talernika
idgeego po’'zbotzu g do chodzenia tam

| z powrotem, nieskonczenie wisle razy

po przedziale statosci funkcji g

Dwaj taternicy... =

Prof. dr Jerzy MIODUSZEWSKI

Dwaj taternicy, wychodzac z miejsc lezacych na tym samym poziomie wchodza na szczyt,

jeden po zboczu o profilu y = f(x), a drugi po zboczu o profilu y = g(x), gdzie fi ¢ sa funkcjami
ciaglymi o warto$ciach w odcinku [0, 1]; zmienna x teZ przebiega odcinek [0, 1], zaloZmy, Ze
S(0) = g{0) = 0 (poziom wyjsciowy) i f(1) = g(1) = 1 (szczyt).

Czy moga tak ulozy¢ marszruty, aby w kazdej chwili by¢ na tym samym ze soba poziomie?
Bardziej matematycznie: czy istnieja funkcje ciagle x = a(r) i y = b{r) takie, ze f(a(r)) = g(b(r))
dla kazdego 7 z odcinka 0.< r < 1 i takie, Ze a(0) = b(0) = Oia(l) = b(1) =17

Tak mmniej wiecej zaczeli swoja prace Sikorski i Zarankiewicz (Fundamenta Mathematicae 41
(1954), str. 339—344); byli inni autorzy, ktérzy réwniez postawili sobie ten problem: T. Homma
(Kodai -Mathematical Seminar Reports 1 (1952), 13—16) i J. V. Whittaker (A Mountain-climbing
Problem, Canadian Journal of Mathematics 18 (1966), str. 873—882); nie wykluczone, ze byli
jeszcze inni, bo interesujace zadania bywajg stawiane i rozwigzywane wielokrotnie i niezaleznie.
Jesli na zadnym ze zboczy nie ma przedzialow stalosci, to marszruty spelniajace warunki zadania
istnieja. Zastrzezenie co do przedzialow stalosci jest istotne, na co wskazuja funkcje przedstawione
na rysunku 2.

Jezeli zalozyé, Ze funkcje /i ¢ maja jedynie skonczenie wiele oscylacii, np. ze sa kawalkami
liniowe, to mozna dopusci¢ istnienie przedzialow stalosci; rozwiazania a i b moina znalez¢
wiedy rowniez w postaci funkcji kawalkami liniowych. Ten przypadek, jak zobaczymy, nie jest
weale banalny, a okazuje sie wystarczajacy dla zastosowarn, o ktérych takze bedzie mowa.
Funkcje f i g sa wyznaczone teraz przez podanie wartoSci na pewnym zbiorze skonczonym —
_zbiorze punktéw zmiany wzoru liniowego okre$lajacego funkcie (p. podpis pod rys. 1). Stad,
zadanie mozna w tym przypadku sprowadzi¢ do kombinatoryki, tj. do zadania o zbiorach
skoriczonych. Brzmi ono jak nastgpuje. Dane sa dwa odcinki zbioru liczb naturalnych,
B={0,1,...,n}id= {0,1, ..., m}idwie funkcje fi g ze zbioru B na zbiér A takie, Ze

f(0) = 0, g(0) = 0, f(n) = g(n) = m, z ktorych kazda jest ciggla w tym znaczeniu, Ze na elementach
sasiednich, j oraz j+ 1, przyjmuje wartosci te same lub sasiednie. Czy istnieje odcinek zbioru
liczb naturalnych C = {0, 1, ..., p} i funkcje (w powyZszym znaczeniu) ciggle a: C —+ B

i b: C— Btakie, ze f(a(j)) = g(b( i) dla kazdego z warunkbw zadania wynika, 7e

m < n < p, skoro odwzorowania maja byé ,,na’".

Dla rozwiazania tego zadania spojrzmy na liczby naturalne z odcinka B = {0, 1, ..., n} jako na
numery wspolrzednych pol szachownicy (n+ 1) x (n+1). Zaczernijmy te pola (i, j), dla ktorych
S(i) = g(j). Dla przykiadu: pola (0, 0) beda na pewno zaczernione, a pola (0, n) i (n, 0)
pozostang biale.
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Rys. 3. Szachownica 13 < 13 odpo;'iadajaca
funkcjom z rysunku 1. Nie ma drogi dla
wiezy, jest wige drogn dla kréla.

Rozwigzranie zadania F 114

W kaidym z przypadkdw 16d poddawany jest
dzialaniu znaczaych cidniei, co dla wody
powoduje obnizenie temperatury topnienia
Niezbedne do topnienia cieplo naplywa

z najblizszego otoczenia (sgsicdnic warsjwy
lodu eraz drut). Powstajgca pod drutem
ciecz wypierana jest ponad drut, gdzic
krzepnie pod normaloym ciénieniem
wydzielajge cieplo. Wiapianie sig drutu

w bryle lodu jest procesem ograniczanym
przez szybkodé transportu ciepla od
krzepngcej wody do topniejgcego w obszarze
podwyiszonego cidnienia lodu. W przypadku
drutu szybkod€ ta jest znaczna, gdyi metale
sq Swietnymi przewodnikami ciepta. Nylon
przewodzi cieplo slabo (okolo
dziesicciokrotnie slabiej niz 16d) i tym razem
decydujace jest przewodnictwo lodu, ktére

z kolei ustgpuje przynajmniej o trzy rzedy
wielkosci przewodnictwu metali.

Na polach dotykajacych do prawego lub do dolnego brzegu szachownicy réoznica f(i)—g(j)
Jjest nieujemna (jest tam badz j = 0, a wigc g(j) = 0 < f(i), lub i = n, a wigc f(i) = n = g(j),
a na polach dotykajacych do lewego lub goérnego brzegu szachownicy ta sama roznica jest
niedodatnia.

Pomyélmy wieZe stojaca na bialym polu z prawego lub dolnego brzegu szachownicy. Nie moze
ona dojé¢ po bialych polach do #adnego z bialych p6l na gornym lub na lewym brzegu
szachownicy: przechodzac z pola na pole sasiednie wieZa zmienia roznicg f(i)—g(j) nie wigcej
niz o 1, wigc idac z pola, gdzie ta réznica jest dodatnia, na pole, gdzie ta roznica jest ujemna,
musialaby przej$¢ przez pole, gdzie ta roznica jest rowna 0, tj. przez pole zaczernione.

Nasze zadanie bgdzie rozwiazane, jesli znajdziemy przejscie dla krdla z pola (0, 0) na pole

(n, n) po polach zaczernionych. Istotnie, majac takie przejécie i numerujac chwile 0, 1, ... p
poczawszy od chwili 0, kiedy krol stoi na polu (0, 0) do chwili p, kiedy krol stanie na polu

(n, n), dostaniemy dla kazdej chwili r, 0 < 1 < p, pozycje (a(r), b(r)) jego drogi; b¢dzie zawsze
Sfa(r)) = g(b(1)), bo pola (a(r), b(r)) sa zaczernione; funkcje a i b okaza sie ciagle, bo w chwilach
sasiednich, 7 i 7+ 1, wspolrzedne a(r) i a(r+ F) i tak samo wspolrzedne b(r) i b(r+ 1), rdinia sie
nie wigcej niz o 1. Czy takie przejscie dla kroéla si¢ znajdzie? Tak. Odpowiedz mozna znalezé
m.in. w ,,Kalejdoskopie marematycznym’ Hugona Steinhausa (str. 32, wyd. 1956 r.), gdzie jest
podana dla nieco innego zadania, a ktora w naszych warunkach tlumaczy si¢ na nastepujace

Twierdzenie o szachownicy. Jesli pewne pola szachownicy s3 zaczernione tak, by wieza nie mogla
przejs¢ po polach bialych z zadnego z pél lezgcych wzdluz dolnego i wzdiuz prawego brzegu
szachownicy do zadnego z pol lezacych wzdhuz jej lewego i wzdluz jej gornego brzegu, to krol
moze przejs¢ po polach zaczernionych z lewego dolnego rogu szachownicy do prawego gornego.

Napisano w ,,Kalejdoskopie™, ze jest to oczywiste, ale Ze dowod nie jest natychmiastowy. To
twierdzenie o szachownicy mozna znaleZ¢ takze w innej ksiazce Hugona Steinhausa
seszeze sto zadan'® (tytul tlumaczony z rosyjskiego; autor artykulu nie wie, czy ukazalo sie (o
po polsku), wlaczonej do jego ksiazki ,,Zadaczi i razmyszlenija”, jako zadanie 97 mozna je
znalez¢ na str. 103 wyd. 1974 r.) Pojawilo si¢ ono réwniez w ,,Delcie’’ nr 9/1980, jako zadanie
M 235, stuzac jako lemat w dowodzie dwuwymiarowego twierdzenia Brouwera o punkcie stalym.
Te okolicznosci stanowig wygodny pretekst dla autora artykutu, pozwalajacy mu na
niezamieszczenie dowodu, ktory rzeczywiscie nie jest natychmiastowy.
Analogiczne zadanie dla szachownicy heksagonalnej (plaski plaster pszczeli; bardziej
symetryczne: znika w nim réznica migdzy krélem i wieza) jest mniej kiopotliwe. Pisze o nim
David Gale w artykule ,,The Game of Hex and the Brouwer tixed Point Theorem’', The American
Mathematical Monthly 86 (1979), str. 818—827. Takze i tym zadaniem mozna si¢ poshuzyc
w dowodzie twierdzenia Brouwera. Zadanie w formie heksagonalnej pochodzi od Johna F. Nasha
(1949), ale jest i prehistoria, o czym pisze Martin Gardner w rozdziale ,,The Game of Hex'' na
str. 73—83 swojej ksiazki ,, The Scientific American Book of Mathematical Puzzles and
Diversions™’, New York 1959.

. *
Czgsto spotyka si¢ proby okreslenia tego, czym jest matematyka. W ksiazee ,,0 poznawaniu.
Szkice na lewq reke™ Jerome S. Brunner (szkic ,,0 uczeniu sie matemaryki®, str. 130 i nast.,
PIW 1971, seria + c0) pisze, Ze polega ona na sprowadzaniu zadan do lamiglowek, a potem do
rozwiazywania tych lamiglowek. Jest to poglad do$é naturalny, ale nieczgsto wypowiadany, wigc
poparcie go autorytetem nie zaszkodzi.

-

Lamiglowka o krolu i wiezy pozwala rozwiaza¢ zadanie o taternikach, ktore tez z kolei wyglada
na famigtdwke wyodrebniong dla rozwiazania innych zadan. Kazimierz Zarankiewicz wykorzystal
(Biuletyn PAN, 2 (1954), str. 117—120) zadanie o taternikach dla podania prostego dowodu
nastgpujacego twierdzenia Dysona (1951): majgc funkcje ciagla rzeczywista na powierzchni kuli,
znajdziemy zawsze kolo wielkie i wpisany w nie kwadrat, na ktérego wierzcholkach funkcja
przyjmuje te same wartosci. J. P, Huneke (1969) wykorzystal zadanie o taternikach do zbudowania
dwu funkgji ciagfych fi g przeksztalcajacych odcinek na siebie i takich, ze f- g = g+f (1j.
przemiennych przy skladaniu) oraz nie majacych wspoinego punktu stalego, {j. takiego, ze
f(x) = g(x) = x, co oba'alo uzasadniona wieloma przykiladami hipotezg. Autor tego artykulu
postuzyl sie (1962) zadaniem o taternikach do znalezienia prostego opisu kontinuum znanego
pod nazwa pseudoluku (ktore jest kontinuum nierozktadalnym i ktérego wszystkie podkontinua
wi?lopunktowe sa nierozkladalne, ale ktéry ma pewne wlasnoéci wspélne z okregiem), odkrytego
(1922) przez Knastera i zbadanego dokladniej (1948) w pracach Binga i Moise’a. Jedli funkcje
[i g, ciagle i bez przedzialow stalosci sq niekoniecznie kawatkami liniowe, to marszruty
utrzymujace taternikow na rownych ze soba wysokosciach tez sig znajda: w ich poszukiwaniu
wykorzystuje si¢ pewna wlasnoé¢ topologiczna kwadratu, bardzo podobna do wykorzystywanej
poprzednio- wlasnosci szachownicy.
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