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rózniczkowalnosci

zespolonej
oraz pewnych jej
konsekwencjach
w hydrodynamice

W naszych rozwazaniach bedziemy sie poslugiwac funkcjami zespolonymi jednej zmiennej z.
Nietrudno zauwazyc, ze okreslenie funkcji zespolonejf: A -+ C jest równowazne okresleniu

dwóch funkcji rzeczywistychf t :A -+ Il ifz:A -+ Il (przyjmujemy z= x+iy;f(z) = ft(z)+ifz(z».
Zalózmy, ze funkcjaf = f t + if2 jest skonczona na pewnym otoczeniu punktuZO= XO+ iyOE C.

Mamy wówczas nastepujaca definicje: .
Definicja 1. Funkcje f = f, + if2 nazywam'f)rózniczkowalna w punkcie Zo w sensie zespolonym,

jesli funkcje f, i f2 sa rózniczkowalne jako funkcje(x; y) w punkcie (XO,yO)oraz spelniony jest
w punkcie ZOnastepujacy warunek:

~ = O gdzie z = x-iy oraz af = ~(af +i af) = ~(af, _ afz )+'~(' afz -l- af,).az ' az 2 ax ay 2 ax ay 2 ax 'ay ~

Nietrudno zauwazyc, ze warunek(1) jest równowazny nastepujacym równosciom:

(la)

Sa to tzw.zwiazki Cauchy-Riemanna.
Zauwazmy, ze jezeli funkcjef, i f2 sa rózniczkowalne w punkcie(XO,yO),to przeksztalcenie

w = fez) mozna przyblizyc z dokladnoscia do wyrazen malych wyzszego rzedu wzgledemz-za
aft aft af2 afz

przeksztalceniem: f,-f~ = - (x-x°)+ - (y_yO), fz-f~ = - (x-XO)+ _ (y_yO),
ax ay ax ay

Jezeli ponadto funkcjaf jest rózniczkowalna w sensie zespolonym, to ~= O oraz istnieje

pochodna j'(ZO) = af (ZO).Wówczas przeksztal~nie (2) przybiera postac:
az

(2a) w-w° = j'(ZO) , (z-ZO).

Zauwazmy, ze gdyj'(ZO) #- O, jest to wydluzenie wektoraz-za p~zez skalar 1j'(zO)1 wraz
z obrotem o kat argj'(zO). Odwzorowanie (2a) ma nastepujace geometryczne wlasnosci:
a) zachowuje katy, b) kwadraty przeksztalca na kwadraty, c) okregi przeksztalca na okregi,
d) zachowuje orientacje dowolnego trójkata.
Definicja 2. Przeksztalcenief nazywamy konforemnym w punkcie ZOE C, jesli jest przeksztalceniem
rózniczkowalnym w sensie zespolonym w punkcieZO orazj'(zO) #- O. Przeksztalcenief:A -+ C

nazywamy konforemnym na obszarze A,jesli jest róznowartosciowe i konforemne w kazdym
punkcie obszaruA.

Rozpatrzmy obecnie przeplyw jednorodnej cieczy nielepkiej taki, ze wektory predkosciv tego
przeplywu nie zaleza od czasu i nie zmieniaja sie wzdluz zadnej z prostych prostopadlych do
ustalonej plaszczyzny.
Takie przeplywy nazywamy ustalonymiprzeplywami plaskimi.Sa one opisane przez wektorowe
pole predkosci

(3) v = v,(x, y)+iv2(x, y).

Zalózmy, ze w pewnym otoczeniu punktu,za funkcje v, i V2 maja ciagle pochodne czastkowe
oraz, ze w tym otoczeniu pole (3) jestsolenoidalne (bezzródlowe),tzn.

av, avz
(4) divv = -- + -- = O

ax ay

\

\

Funkcje rózniczkowalne w sensie podanym
obok sa czesciej nazywane analitycznymi
lub holomorficznymi. Stanowia one szersza
klase niz wielomiany, a wezsza niz
wszystkie w ogóle funkcje ciagle zmiennej
zespolonejz, Jednym z warunków
równowaznych na to, zeby funkcjaf(z) byla
analit)'czna w punkcie ZO jest, by rozwijala
sie w tym punkcie na szereg potegowy
postaci

00

f(z) = 1: a.(z- ZO).,
n=O

co mozna zapisac w postaci:

(2)

oraz bezwirowe, tzn,

(5)

af . af __
w-w° = - (z-ZO)+ -=- (z-ZO).

az az

aV2 av, = O.
rotv = ax - ay

,

(6)

M gr Wlodzimierz KUZAK

Wprowadzmy pewna funkcjef/i taka, ze

_ af/i. _ af/iVt---, V2---'
ax ay

Spelnimy wtedy warunek (5) tozsamosciowo. Funkcje nazywamypotencjalem pola wektorowIlgo v.

Jezeli wprowadzimy ponadto taka funkcjelp, ze

alp alp
,(7) VI = -; V2 = --,

ay ax

to spelnimy równiez warunek (4). Jest to tak zwana funkcja pradu. Jej wykres to krzywa styczna
do pola wektorowego v.
Zauwazmy, ze na mocy (6) i (7) zachodzi nastepujaca zaleznosc:

af/i alp af/i alp--+--=0
ax ax ay ay
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Z tego. wzoru wyni~a, ze kazda krzywag; = co.nst przecina sie Po.d katem pro.stym z do.wo.lna
krzywa lp = co.nst. Mo.zemy zatem zbudo.wac funkcje zesPo.Io.na

00 ~=g;+~

zwana zespolonym potencjalemPo.lav. Na mo.cy zwiazków (6) i (7) mamy:

.~-~. ~--~
ox - oy' oy - ox

Q x Q y
Stad v, = - . ---; V2 = - . ----.

23l X2+y2 21t X2+y2

Stala Q o.kresla wydatek cieczy. Dla Q> O mamy do. czynienia z Wyplywem cieczy ze zródla

pun_ktawega (rys. 1), a dla Q <O pawyzszy patencjal apisuje upust cieczy (rys. 2).
In Oplyw Elipsy

Razpatrzmy przeplyw plaskiQ stalej predkasci U w kierunku asi Ox w superpazycji ze zródlem
w punkcie (O, O) a wydatku Q > O araz z upustemQ intensywnasci -Q palazanym w punkcie
(a, O), a > O (rys 3). Zatem naszemu przeplywo.wi adpawiada ;,>c/tencjal

/' Q z
(9) I(z) = Uz+--'-In---r.

, 23l z-a
Spróbujmy wyznaczyc pale predkasci cieczy:

(10) dl =V,-iV2= u+i?..(~ __ l_)= U+~(_l_. __ I.)dz 21t z z-a, 23l x+/y x-a+/y

Okazuje sie, ze na asiOx istnieja 2 punkty, w których skladawa7', pala predkasci znika. Sata
tak zwanepunkty spietrzenia p" P2(rys. 3). Aby wyznaczyc ich palazenie, nalezy wewzarze (10)
palazyc V, = O, y = O. Otrzymamy stad nastepujace zalezno.sci:

Na mo.cy (la) widac, ze sa to. warunki Cauchy-Riemanna zesPo.lo.nej rózniczko.walno.sci funkcjiI = g; + ilp w punkcie zo. Tak wiec na kazda rózniczko.walna w sensie zespalanym funkcjeI
mazna patrzec jak na zespalo.ny patencjal ustalane~o., patencjalnega i salenaidalnega przeplywu
plaskiego. nielepkiej cieczy. Panadta paniewaz pacho.dnaf'(z) nie zalezy ad kierunku, wiec
mazna ja o.bliczac na przyklad w kierunku o.siOx. Otrzymamy stad:

dl og; . Olp ._
-- = --+/-- = V,-/V2 = V.
dz OX OX

Razpatrzmy abecnie kilka przykladawych przeplywów, jakie mazemy o.pisac za pamaca
po.tencjalów zesPo.lanych.

I Plask[Przeplyw Równolegly:

Nietrudno. zauwazyc, ze patencjalI(z) = Uz

o.pisuje przeplyw równalegly da asiOx ze stala predkasciaU.

'il- ,t.-ódlo i Upust---

Ro.zpatrzmy zespalany patencjal predko.sciI(z) = i?.. lnz, gdzie Q = canst.
. 23l

Z drugiej strony, zapisujacz = reiO o.trzymamy: I(z) = -9_ (lnr+iO) = g;+ilp.
23l

Q dl Q Q(x-iy)
g; = -Inr. Panadta - = -- = ---- = V,-iv2'

23l dz 231z 231(X2+y2)
QO.

Zatem lp =~'
I

Rys. I.

Rys. 2.

Rys. 3.

xp, = ~ (I-VI+ :a~)' xP2 = ~ (1+ V 1+ :a~)'
Opisalismy w ten spasób o.plyw elipsya o.gniskach w punktach (0,0) i(a, O). Jezeli teraz we
wzarze (9) na Po.tencjal bedziemy przecho.dzic da granicy(a - O) o.raz bedziemy zwiekszacQ
(Q - (0) tak, by razemaQ = m = co.nst, to. na mo.cy (9) o.trzymamy

I(z) = Uz+ lim J?_ In _1_ =
a-O 2n al--

z
. Q (a a2 )

Uz+hm "l_ -+-2 +....a-+O L:Jf. Z Z

Po.niewaz ma bycaQ = m, to.

(II)
rrt

I(z) = Uz+ 21tz = g;+ilp.

mx
Stad mamy nastepujace równo.sci:g; = ------ +Ux;

231(x2+ y2)
lp = my

231(x2+ )'1) + Uy.

Po.tencjal (II) o.pisuje o.plyw ciecza o.kregu (Co.w przestrzeni trójwymiarowej o.dpo.wiada
o.plywo.wi walca). W tym miejscu mo.zna juz wyko.rzystac wlasno.sci o.dwzoro.wan ko.nfo.remnych.
Wiado.mo., ze zacho.wuja o.ne katy, a wiec w szczególnasci zacho.waja pro.sto.padlo.sc linii

pradu lp = co.nst z liniami po.!encjalug; = co.nst. Zatem jezeli chcemy o.pisac o.plyw pewnego.
pro.filu plaskiego. ustalo.nym strumieniem nielepkiej cieczy, to. wystarczy znalezc(Q ile to.

mo.zliwe) o.dwzo.rowanie ko.nfo.remne zewnetrza ko.la na zewnetrze rozpatrywanego. pro.filu.
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Rys. 4.

Ta pierwszai ta nasza

Znalezione odwzorowanie w zlozeniu z potencjalem oplywu

kola (11) da nam w efekcie potencjal opisujacy oplyw naszego profilu. Fakt ten ma niezmiernie
szerokie znaczenie praktyczne. Przykladowo mozna w ten sposób opisac oplyw profilu skrzydla
lotniczego (w tym przypadku powietrze traktujemy jako ciecz nielepka, co z punktu widzenia
jego podstawowych wlasnosci hydrodynamicznych jest dopuszczalne). Do tego celu wykorzystuje

. 1 ( 1 )sie fakt, zeJunkcja Zukowskiego F(z)= 2 z+ -; przeksztalca konforemnie zewnetrze kola

przechodzacego przez punkt (1, O) i zawierajacego wewnatrz punkt (-1, O) na zewnetrze profilu

lotniczego (rys. 4). Widac wiec, ze w wielu przypadkach trudnosc znalezienia potencjalu
zespolonego dla oplywu dowolnego profilu mozna zastapic problemem poszukiwania
odpowiedniego odwzorowania konforemnego.

Dla uzmyslowienia sobie istnienia wielu metodologii najlepiej
zwrócic uwage na dwie najpopularniejsze : empiryczna i dedukcyjna
(od razu zastrzezenie: nie nalezy uwazac, ze metodologia
dedukcyjna nie stosuje doswiadczen, a empiryczna tozumowan).

TA PIERWSZA

Metodologia empiryczna jest tak stara jak wyodrebniony gatunek
Homo sapiens- jest to bron, która nasi przodkowie pokonali
silniejszych, a nawet majacych wieksze mózgi neandertalczyków.
Aby te metodologie zobaczyc "w dzialaniu", wezmy.do reki
typowe dzielo naukowe sformulowane w mysl jej zasad
i stosowane do chwili obecnej - ksiazke kucharska. Znajdujemy
w niej przepisy na uzyskanie okreslonych efektów na polu
gastronomicznym. Kazdy z nich mozna by nazwac (w naszym,
z innej metodologii wzietym jezyku) twierdzeniem o konstrukcji
typu: jezeli wykonasz to i tamto, uzyskasz taki to a taki efekt.
Oczywiscie nie ma mozliwosci ~nie wyczuwa sie potrzeby
dowodzenia prawdziwosci takich twierdzen. Wierzymy, ze sa one
prawdziwe i przewaznie tak jest, gdyz ich lista uformowala sie
przez eliminacje (sposród wielu proponowanych) zlych, czyli nie
sprawdzajacych sie w praktyce przepisów - stad nazwa tej
metodologii.
Uzyte wyzej slowo wiara jest szczególnie znaczace. Wobec braku
mozliwosci wielokrotnego (w sensie statystyki, a nie potocznym)
sprawdzenia przepisu (bo ile w koncu pieczemy np. pierników
bakaliowych przez cale zycie) glównym motywem podjecia ryzyka
(zmarnowania kilku jajek, kostki masla etc.) jest zaufanie, ze
glosiciele takich przepisów "wiedza". I stad o uczonych z czasów,
gdy metodologia empiryczna nie miala konkurencji, mówimy:
kaplani' egipscy, kaplani chaldejscy itd. Owo zas zwiazane z
z nazwami "kaplan", "religia" pojecie mitu tez nie jest
przypadkiem - przepis, na to by mógl byc utrwalony
w swiadomosci dosc prymitywnych wówczas i zlozonych
kompletnie z analfabetów mas, musial byc obudowany
ulatwiajaca zapamietanie fabula, czestokroc byl wierszowany,
wyposazony w melodie itp. (np. mit o Ozyrysi.e, którego obrzedy
zmuszaly do nalezytej uprawy roli; potem juz bez tego
praktycznego znaczenia powtarzany w greckiej historii
Persefony). '
I ta wlasnie metodologia królowala niepodzielnie na Ziemi do ok.
1000 r. p.n.e. Pózniej dzielac swe wladanie z metodologia
dedukcyjna wycofywala sie na tereny o mlodszej cywilizacji (np.
umieszczony w "Kalevali" przepis na produkcje piwa), ale nigdy
nie zostala calkowicie usunieta, o czym swiadczy przytoczona
ksiazka kucharska, a o wiele dobitniej rozmaite instrukcje obslugi,
gdzie mamy do dyspozycji przepis dla nas niesprawdzalny, choc
latwy do uzasadnienia dla jego autorów (co w przypadku ksiazki
kucharskiej nie ma miejsca).
Wiek XX przez poszerzenie obszarów ludzkiej penetracji
spowodowal szczególnie korzystne warunki dla renesans\!
pierwszej ludzkiej metodologii. Zaczelismy nie nadazac, mamy
trudnosci z ogarnieciem calosci odslonietego obszaru
rzeczywistosci. A wiec coraz czesciej czestujemy (i jestesmy
czestowani) przepisami dotyczacymi nie opanowanych przez
innych (czy przez nas) dziedzin.
Nowoczesna maszyna - komputer - oferuje nam rozumo\)'ania,
których powtórzyc nie bylibysmy w stanie (np. rozwiazanie
problemu czterech barw) wienczac ostatecznie restauracje
odsuwanej w obszar magii przez 3 tysiace lat metodologii
empirycznej. Mechanika kwantowa jest dlatego dobra, ze jej
przepisy daja przewidywania zgodne z doswiadczeniem. Tak jak
przepis na piernik bakaliowy. Przestajemy pytac "dlaczego?",
mówimy "tak jest, i juz".
A nasze "stare" przyzwyczajenia do dedukcji odzywaja w
naj róznorodniejszych redukcjonizmach, tj. tendencji, by owo
kompromitujace "i juz" odsunac, i by go uzyc tylko raz: a wiec ,
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zjawiska socjologiczne wyjasnic mozna psychologicznymi, te -
biologia, ja znów - biochemia, te - chemia, ja z kolei - fizyka,
w calosci sprowadzalna do teorii czasteczek elementarnych, która
wyjasnia hipoteza kwarków, w której trzeba powiedziec "i juz"
(patrz np. G. Bialkowski, "Delta" 4/1981).
To tlumaczenie sie z powrotu do metodologii empirycznej,
niepokój wywolany supremacja algorytmu i oszacowania, czesto
probabilistycznego, skad sie to bierze? Czego wlasciwie zalujemy?

TA NASZA

Jest pewien warunek spoleczny umozliwiajacy konsekwentne
stosowanie metodologii empirycznej, a wiec warunek, którego
niespelnienie praktycznie ja wyklucza. MianowiCIe mozliwosc
nagromadzenia wielkiej ilosci rezultatów powtarzalnych.
eksperymentów. Dlatego tez bujnie rozwinela sie nauka empiryczna

.w wielkich panstwach rolniczych zamierzchlej Starozytnosci.
I dlatego nigdy nie mogla byc wchlonieta przez"sasiadujace z nimi
plemiona koczownicze. Tym potrzebny byl inny rodzaj
doswiadczenia - taki, który pozwolilby poradzic sobie w róznych
okolicznosciach, rozwiazac problemy w coraz to innych
warunkach. Pasterz - koczownik musial np. znalezc wode tam,
gdzie sie przypadkowo znalazl, musial miec zatem sposób
uniwersalny, niezalezny od okolicznosci - w przeciwnym razie
ginal. Odkrywal wiec takie prawa jak: "woda plynie zawsze
z góry na dól".
Szczególnie wazne jest tu slowo "zawsze". Jest to pierwszy krok
na drodze'abstrakcyjnego myslenia. "Zawsze" oznacza "niezaleznie
od wszelkich innych czynników". Innych od czego? - ano od
"góry" i "dolu". A wiec dostrzegalne aspekty rzeczywistosci
dzielono na majace znaczenie i pomijalne. Te majace znaczenie
byly pojeciami, o których wypowiadalo sie ogólne prawo.
O innych - nie mówilo nic. Samo zas prawo bylo
egzemplifikacja kreujacej metodologie dedukcyjna zasady: "ta
sama przyczyna daje zawsze te same skutki". Tylkó uwaga:
przyczyna znów dotyczyla wylacznie wyróznionych pojec, a nie
caloksztaltu rzeczywistosci. Konsekwentne wdrozenie zasady
przyczynowo-skutkowej pozwalalo na ustawianie zjawisk w ciagi:
przyczyna - skutek, bedacy przyczyna nastepnego skutku itd,
itd., który to ciag rychlo zyskal sobie miano dowodu - sposobu
uzyskiwania ze znanych juz praw praw nowych, dotad nie
znanych. Zwrot "matematyka, królowa nauk" jest konstatacja,
iz ona pierwsza potrafila tego typu metodologie sformulowac
i rygorystycznie jej przestrzegac. Wszystkie zastane "przepisy na
piernik bakaliowy" zostaly ostro zweryfikowane przez nowa
(historycznie rzecz biorac dorycka) koncepcje poznawania
rzeczywistosci. Dla kolejno "poddawanych obróbce" fragmentów
swiata kompletowano zestaw poje~ (w rodzaju sila, przyspieszenie,
pierwiastek, oddychanie itp.) zawsze abstrakcyjnych, a wiec
majacych w rzeczywistosci rózne desygnaty. Wykrywano
pierwsze rzadzace tymi pojeciami prawa, z nich wyprowadzano
nastepne. Doskonalono umiejetnosc dowodzenia, zestawiano
prawa rzadzace danym aspektem swiata w teorie, te zas w nauki.
Poprzednia metodologie i jej rezultaty tam, gdzie nie zmiescily
sie w obrebie tak rozumianych nauk, chrzczono imionami magii
i szamanstwa. Az wreszcie w XVIII wieku postanowiono siecia
nauk oplesc caly Wszechswiat.
Uczyniono wiec to, czego w zadnym razie czynic nie nalezalo.
Bowiem juz z samej konstrukcji nauka moze zajmowac sie jedynie
aspektami rzeczywistosci. Nieszczesciem udalo sie ten plan
zrealizowac i pod koniec ubieglego stulecia uczeni orzekli -
wiemy wszystko, pozostaly tylko drobne szczególy. Ciag dalszy
opisany jest w Pismie Swietym pod haslem "wieza Babel", my
nazywamy to obecnie specjalizacja. Nic wiec dziwnego, ze
poprzednia metodologia podniosla glowe i polykac jela
podzielona; rozdrobniona nauke w dedukcyjnym sensie tej nazwy,
o czym napisalismy w poprzedniej czesci artykulu.
Czytelnik zechce wybaczyc, ze nie napiszemy, co bedzie dalej.


