Kto z czego zyje czyli na przelaj przez torus

Dr Michal SZUREK

KON, JAKI JEST, KAZDY WIDZI

Kazdy wie, co to torus. Charakterystyczny obwarzanek (rys. 1) jest jednym z ulubionych przez
© topologow przykladow powwnchm Jest to powierzchnia obrotowa; starczy obracaé jeden okrag
po drugim. Stad i wspotrzedne ,,geograficzne”™ na torusie, lepsze niz na Ziemi, bo nie maja
takich anomalii jak ziemskie wokol biegunow (glob ziemski jest niepraktycznie zbudowany, jak
mawial Hugo Steinhaus). Model torusa mozemy otrzymac sklejajac koricami elastyczna rurke;

Rys. 1. Torus. latwo zrobimy j3 z prostokata albo i dowolnego rownolegloboku (rys. 2). Czyniac tak,

Rys. 2. Robimy torus z réwnolegloboku.

pozos:ajemy w ramach ropologit — wykonujemy bowiem przeksztalcenia ciggle. Topologia nie
odroznia figur powstajacych jedna z drugiej przez Sciskanie, rozcigganie i dos¢ dowolne
wykrecanie. Mozemy tez ,,na chwilg” zbior rozerwa¢ — byle sklei¢ go potem w tym samym
miejscu. Zatem na rysunku 3 widzimy (topologicznym okiem) same torusy. Ostatnie z nich to”
wieloéciany ; maja 16 wierzcholkéw, 32 krawedzie i 16 $cian, co nie zgadza si¢ z wzorem Eulera:

liczba wierzcholkow — liczba krawedzi+ liczba Scian = 2,

ale wszystko w porzadku, bo wzor ten dotyczy tylko wieloSciandw prostych, takich bez dziur
- jaka ma torus ,,w $rodku”. Dla wieloéciandw ,,z jedna dziurg", mamy jak dla torusa

liczba wierzcholkéw — liczba krawedzi + liczba Scian = 0.

sOIE

Rys. 3, Roine torusy topologiczne.

Do topologii nalezy tez problem kolorowania map. W 1976 roku rozwigzano ponad stuletnie
zagadnienie czterech barw: czterema kolorami mozna pomalowa¢ dowolna mapg polityczna na
plaszczyinie albo na sferze — powierzchni kuli. Wymagamy oczywiscie, by sasiednie parfistwa
kolorowac inaczej, zakladamy takze, ze w zadnym punkcie nie schodza si¢ wigcej niz trzy granice
Dla map na torusie potrzeba na ogdl az 7 kolorow a dowdd tego twierdzenia jest prostszy niz
dla sfery i plaszczyzny; tak czgsto bywa.

TROCHE TEORII

Rys. 4. Naklejamy plaszczyzne na torus.  Matematykom wygodnie patrze¢ na calg plaszczyzng zamiast na jej fragment. Mozemy zrobi¢
T sobie torus z calej plaszczyzny. Narysujmy na niej siatke (bedziemy ja nazywac krata i oznaczaé
¥ | przez I') prostokatng albo i z dowolnymi rownoleglobokami jako oczkami. Nawinmy jedno
4% oczko na torus tak, jak juz umiemy, a pozostate tak, jak to pierwsze (rys. 4). Taki sposob
i S 4 otrzymywania torusa nazwiemy podzieleniem plaszczyzny przez kratg i otrzymany torus oznaczymy
I————‘\‘ = przez C/[I'. Symbol C zapowiada, Ze pdiniej spojrzymy na dwuwymiarows plaszczyzng jako na
\‘ A zbior liczb zespolonych. Podejscie takie — jak kazde nowe — pozwala jasno zobaczy¢ niektore
‘t rzeczy do tej pory malto widoczne. Wspomnimy na przykiad o zadaniu
AN Jak wyglqda loksodroma na torusie?
kY (tj. krzywa przecinajgca poludniki i rownolezniki pod statlymi kgtami), o ktérym pisaliSmy
= = L _} w nr 1/1980. I tu tylko zwrocimy uwage na gestq owijke: nitka nawijana na torus pod
Bk 8.7 e Dok pavwkianis geitn i odpowiednim (jakim?) katem nigdy nie dotknie sama siebie, chociaz przejdzie dowolnie blisko
owijka torusa. kazdego punktu (rys. 5).
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Rys. 6. Gladkie styczne pole wektorowe
(czyli uczesanie) torusa.
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Rys. 7. Funkcje dwuokresowe musza mieé
te same wartosci w odpowiednich
punktach plaszczyzny.
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Rys. 8.

Przez funkcje analityczng zmiennej
zespolonej = (w punkcie zq) rozumiemy
taky funkeje, ktoéra w pewnym otoczeniu
tego punktu moz: byé przedstawiona

w postaci zbieinego sziregu polegowego:

Ay = X aylz—za).
n=0

Inne okreslenie znajduje sie np. w artykule
Wiodzimierza Kuzaka. lloraz funkcji
analitycznych jest funkeia meromorficzng.
Rozwiniecia funkcji meromorficznych na
szeregi poiegowe mogg mieé skladniki
odpowiadajace ujemnym potggom:

oo
)= 2 anlz—zo)

n=-—N

W topologii mozna najwigcej. Zatozenia nakladane na funkcje (ciaglo$c) sa stosunkowo stabe.
Bardziej szczegblowa jest geometria rozniczkowa; zajmuje sie ona tymi wlasnosciami figur, ktore
nie zmieniaja si¢ przy wzajemnie jednoznacznych przeksztatceniach rézniczkowalnych. Torusy

z rys. 3 sq nimi i z rézniczkowego punktu widzenia (nietrudno znaleZ¢ na to argumenty, o funkcje
rozniczkowalne prawie tak samo latwo jak i o ciagle) — z wyjatkiem ostatnich wieloscianéw.
WieloSciany nie naleza do geometrii rozniczkowej, nie da si¢ ich otrzymac¢ z gladkich
powierzchni za pomoca funkcji majacych wszedzie pochodna. Tracimy wiec co najmniej jedng
klasg¢ modeli naszego torusa, zyskujac w zamian pojecia wektora stycznego i przestrzeni stycznej,
scisle zwigzane z mozliwoscia rozniczkowania, To pozwala postawié¢ i rozwigzaé¢ problem
.»zaczesania’.

Owlosiony torus daje sie gladko uczesaé: wystarczy skierowaé wszystkie wlosy np. na zachod.

Dla innych powierzchni moze tak nie by¢.

DYGRESJA

a réwniez takich poligrafow. W wydaniu z 1954 roku czoionka byla

sraznn, bledow korektorskich nie bylo. Byl natomiast bialy

polkarton 17321 wyraznych foto il 1 rysunkéw, nn ktérych nie rozlaxily

v tg ksigike Wysokg ceng ksiazki ( 1) rekompensowaia nie tylko
kilkanascie wydas, zajna jakodé tekstu, ale i pigkne wydanie.
byvio: dodrukiem Diaczego wige nie wznowié ,,Kalejdoskopu Matematycznego'? Braki
papieru? Ogdlne tru 17 naiwny, Czytelniku. Kto bowiem
1 Auto ni innego moglby na takiej ksiadce duko zarobi¢? Chyba tylko Wydawnictwo jako

pubiikuje, Instytucja {ale po co Wydawnictwu banknoty?), albo spoleczenstwo (ale

szczgscie faworyzuje o co komu po akordeonie?)

POCZATKI SYSTEMATYKI

Matematycy XIX wieku nauczyli nas patrze¢ na powierzchnie przez pryzmat wlasnosci funkcji
na nich. Za slabo powiedziane: to wiaénie zainteresowanie wlasnoéciami funkcji pchneto dalej
geometrie powierzchni. W XIX wieku powierzchnia zyla dla funkcji, w pierwszej polowie XX
bytowala niezaleznie, od pewnego za$ czasu ten apartheid ustgpuje migjsca rozumnej koegzystencji.
Spojrzmy i my na gromady funkcyj na torusie i jego podzbiorach: funkcyj ciaglych,
rozniczkowalnych raz, dwa, trzy, ..., dowolna liczbe razy. Skad si¢ one biora? Skad wziac
funkcje na torusie? Oczywiscie — z funkcji na plaszczyznie. Nie z byle jakich, rzecz jasna. Aby
funkcja na plaszczyinie C okredlala funkcje na torusie C/I', musi mie¢ te same wartosci na
kazdym rownolegloboku kraty I

Mozna to nazwac¢ dwuokresowoscia lub okresowoscia wzgledem kraty i symbolicznie zapisac tak:

n fle) = f(p+w) = f(p+71),

gdzie p jest dowolnym punktem plaszczyzny, a w i ¥ — wektorami kraty (rys. 7). Tak wlasnie
torus dziedziczy po plaszczyZnie jej funkcje ciagle, rozniczkowalne i wszystkie inne. UzyliSmy
terminu gromada funkcji na oznaczenie przyporzadkowania

podzbior - zbior funkcji na nim,

naprawde nazywa sie to snopem.

Funkcje ciggle sa gietkie, mamy tu na mysli mniej wiecej tyle, ze kawalki réznych funkcji
ciaglych mozemy zlaczy¢ w jeden (rys. 8). Niemal tak samo mozna wygina¢ funkcje
rozniczkowalne, chociaz zlgczenie dwoch odcinkow funkcja nieskoriczenie wiele razy
rozniczkowalna bywa klopotliwe (rys. 9). Nie nada sig (dlaczego?) zaden wielomian.

—  Kraty na plaszczyznach mozemy przeksztalcaé, np. rzutujac jedne na drugie (rys. 10). Takie

rzutowanie jest wzajemnie jednoznaczne, a takze i ciagle, i rézniczkowalne. Dlatego z punktu
widzenia topologii czy geometrii rozniczkowej jest tylko jeden torus. Tu Czytelnik zapyta: jak to,
jakie sa inne torusy i co to w ogcle znaczy?

Jak widzieliSmy, torus C|I” dziedziczy po plaszczyznie jej funkcje. Takze funkcje analityczne. Sa
to funkcje zmiennej zespolonej z, lokalnie rozwijalne na szereg potegowy; dokladna definicja na
marginesie. Nie s3 one tak sztywne jak wielomiany (kazdy wiclomian jest wszak wyznaczony
przez swoje wartosci w skoriczonej liczbie punktéow), ani tak gietkie jak funkcje rézniczkowalne

i w ogole ich wlasnosci pochylajg sig raz w strong wielomianéw a raz w strone ogolnych wiasnosci
funkcji rozniczkowalnych.

Punkt plaszczyzny i liczba zespolona to — z odpowiedniego punktu widzenia — jedno i to samo.
Tak oto na torusie i jego podzbiorach mamy funkcje analityczne — te, kidre powstaja z funkcji
analitycznych na plaszczyznie spelniajacych warunek (1). Funkcje analityczne jednej zmiennej
dobrze znano, rozumiano i wykorzystywano juz w XIX wieku. Najciekawsza i najbardziej
pozyteczna jest w nich wladnie ta swoista ,,dualno$é¢™: sg dostatecznie ogblne a jednoczesnie

doéé ,,sztywne™, by mozna bylo czasami ich wspolczynniki wyznaczaé ,,algebraicznie” z ukladow
rownan. Ciekawe, ze funkcje analityczne wigcej niz jednej zmiennej nachylaja si¢ znacznie
bardziej w strong wielomiandw niz ogélnych funkcji rézniczkowalnych.
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Rys. 10, Kazdy krute mozna otrzymacd
z innej przez rzutowanie.

1

Rys. 11, Punkty sarnaczonego obszaru G
wiernie parametryzujy zbior wszystkich
struktur analitycznych na torusie.

‘TORUSY ANALITYCZNE

Tak czy owak na torusie (roznych torusach C/I") mamy rozne ,,gromady” funkgji analitycznych.
Co ciekawsze, rzeczywiscie rozne: jezeli zmienimy kratg, mozemy zmieni¢ w sposob istotny
gromade funkcji analitycznych torusa; powiedzieliSmy juz, ze funkcje ciagle czy rézniczkowalne
W gruncie rzeczy nie zmieniaja sie przy zmianie kraty. Ich ,,gromady” zmieniaja si¢ w sposob
,,nieistotny” ze zmiana I, formuluje sie to tak: snopy funkcji ciaglych (rézniczkowalnych) na
roznych torusach C/[I sa izomorficzne.

Rozumowanie prowadzgce do wyjasnienia, kiedy owe struktury (czyli ,,gromady” funkcji)
analityczne na torusach — teraz juz mozemy uzy¢ liczby mnogiej — sg takie same, stanowi pigkny
fragment XIX-wiecznej matematyki, solidnej, grubej i osadzonej mocno w konkretach, lecz
troche mistycznej i jak na dzisiejsze gusty nieco przyciezkiej. Zeby dojéé do tej odpowiedzi
przéniesmy sie — bardziej ze wzgledow historycznych niz jakichkolwiek innych — na plaszezyzne
Siegela, czyli po prostu gérna polplaszczyzng. Nietrudno rozstrzygnaé prosta algebra, kiedy dwie
pary wektorow plaszczyzny Siegela H wyznaczaja t¢ samg kratg. Mianowicie wiedy i tylko wtedy,
gdy jedna z tych par mozna przeksztalci¢ na druga za pomoca przeksztalcenia postaci

x = ax+by, ¥y s cx+dy, gdzie a, b, ¢, d s3 calkowite i ukladajg si¢ w macierz o wyznaczniku
ad—be = +1. Takie macierze tworza grupe modularng; dalecy jestesmy od poznania wszystkich
wiasnosci algebraicznych macierzy 2 x 2.

Latwo uwierzy¢, ze struktura analityczna na torusie nie zmieni si¢ przy jednokladnosciach

i obrotach kraty. Mozemy wobec tego przyjac, ze jednym z wektorow kraty jest punkt (1, 0),
czyli liczba zespolona 1. Gdzie moze by¢ drugi? OdpowiedzZ nie jest oczywista: w zaznaczonym
na rysunku 11 obszarze fundamentalnym G. Kazdy wektor spoza obszaru fundamentalnego ma
tam partnera, z ktorym pospolu z liczba | daje kratg wyznaczajgcg ten sam torus. | oto
kryterium, ktorego dowod tak sie podobal autorowi artykutu: Jezeli krata I" jest wyznaczona
przez wektory (1, w), a krata I'", przez (1, '), gdzie w, w’ € G, to wyznaczaja one taka sama
(precyzyjnie: izomorficzng) strukture analityczna na torusie wtedy i tylko wiedy, gdy w = w".
Ujmiemy to tak: obszar fundamentalny wiernie parametryzuje wszystkie struktury analityczne

na torusie — kazdej takiej strukturze odpowiada jeden okreslony punkt w obszarze
fundamentalnym i odwrotnie. Ze parametryzacja jest naturalna, a nie wydumana, nikt nie watpi.
Badanie takich przestrzeni parametréow dla roznego rodzaju struktur jest szalenie trudnym
zadaniem geometrii algebraicznej, wyniki sa najczesciej typu ,,zgadl i wyszlo™.

FUNKCIE ELIPTYCZNE

Spoglagdamy teraz na funkcje analityczne i meromorficzne na torusie. Dwie najwazniejsze takie
funkcje to funkcja Weierstrassa

@ 1 P Z 1 1
P z* (z—w)? T w?
wel”

)

ﬁ; w napisanych szeregach nie bierze si¢ pod uwagg
22—

i jej pochodna p’(z) = Z
wel”
ewentualnych wyrazow z zerem w mianowniku. Pigkne i pomystowe rachunki prowadza do
nastgpujgcego wyniku: Kazda funkcja meromorficzna na torusie wyraza si¢ wymiernie przez
funkcj¢ Weierstrassa i jej pochodna. Funkcje te nie sa niezalezne, zachodzi migdzy nimi zwiazek
1
ws '

1
@ P = 4p*—gap—gs, pdzieg = eoz 8= ““’Z

wel” wel’

sumowanie nie obejmuje w = 0. Piszmy x zamiast p a y zamiast p’. Wtedy rownanie (2) ma
postac y* = 4x*—g, x—g; i jest to rdwnanie charakterystyczne naszego torusa, lepiej: jego
struktury analitycznej.

Umiemy od kraty przejs¢ do rownania charakterystycznego torusa. Co z przejsciem odwrotnym?
Mamy zaleznos¢ typu

3 y: =4 —ax—b

i pytamy: jak wyznaczyc kratg odpowiadajaca temu torusowi? Odpowiedz znow zdumiewa swoimi
powiazaniami z faktami ,,nie z tej opery™. Oto dwa takie wektory (= liczby zespolone)

dz
otrzymujemy obliczajgc calki oznaczone S -3—.6 po dwoch niezaleznych petlach
2 =T —

(okregach) bazowych torusa. To calki eliptyczne; funkcje pierwotne wyrazen podcatkowych nie
wyrazaja si¢ przez funkcje elementarne. My doszliSmy do nich wychodzac z bardziej naturalnego
dzis badania torusa i struktur analitycznych na nim, ale historycznie wygladalo to odwrotnie.
Calki eliptyczne znane juz byly braciom Bernoullim w XVII wieku, wiele prac (w latach
1756—1781) poswiecit im Leonard Euler i Norweg Niels Henryk Abel (w latach 1827—9). By¢
moze czytajac odpowiednio ich prace doszlibySmy do wniosku, ze wiedzieli oni wszystko to,

o czym tu pisali$my, tyle Ze nie interesowaly ich struktury analityczne na torusie, tylko co
zrobi¢ z catkami eliptycznymi.

&



Rys. 12. Dodawanie punktéw na gladkiej
krzywej trzeciego stopnia.

Rys. 13, Styczne wyprowadzone z punkiu A krzywej_lrzeciego stopnia maja
ten sam stosunek anharmoniczny, co styczne wyprowadzone z innego
punktu B.

Kazdy analityczny torus jest a&ebrafczny, cheemy tu tylko wyrazic to, ze jego struktura
analityczna jest dobrze opisana przez jedno proste rownanie algebraiczne — (2) czy (3). Mozemy
wigc interesowac sig¢ krzywymi stopnia 3 uwazajac je za torusy. Za chwile rozwiniemy te uwage,
bo

WEKRACZAMY DO GEOMETRII RZUTOWE)

Zapowiedzig apetytu jest niejaka omdlalosé zolgdka i lekkie zmeczenie (Anthelme Brillat-Savarin,
Fizjologia smaku, PIW, 1980, s. 28). U nas tez najciekawsze dopiero sie zaczyna. Bo oto nasz
torus jawi nam sie jako rzutowa ,,krzywa" Zespolona trzeciego stopnia, opisana w czesci
.,skonczonej” jednym rownaniem (3). Nazwalismy tu ,,krzywa™ zbior, ktory sklada sig z punktow
o dwoch wspoirzednych zwiazanych jednym réownaniem. Wspolrzedne te sg zespolone, a co ma
wymiar zespolony n, to zwykly 2n, dlatego ,,krzywe zespolone™ to zwykle powierzchnie. Ale
mozemy je wiasnie bada¢ jako krzywe.

Gdy zrobimy wykres rownania (3), dopuszczajac z natury rzeczy tylko rzeczywiste wartosci
zmiennych (innych wykresow wszak zrobic niesposob) to tak, jakby$my przecigli ten zanurzony
w przestrzeni czterowymiarowej torus plaszczyzng. Zgadza sig — w przecigciu dostaniemy dwa
okregi (prawa galaz na rysunkach tez jest okrggiem, bo zamyka ja punkt w nieskoficzonosci —
kierunek osi ). Zrobili$my tu typowy zabieg geometrii rzutowej: mieliSmy rownanie (3)
opisujace krzywa na plaszczyznie i zeby nam bylo wygodniej, dolaczyliSmy do tej krzywej jej
punkty w nieskoficzonodci. Otrzymalismy krzywa rzutowa, slowo krzywa mozna wzia¢ w

w cudzystow albo i nie. Krzywa ta jest trzeciego stopnia i kazda krzywa rzutowa trzeciego
stopnia da sie w skonczonej czesci opisa¢ rownaniem (3), w razie czego trzeba tylko zmienié¢
uklad wspolrzednych.

Juz Faniano i Bernoulli w XVII wieku zauwazyli pewna osobliwa wlasnoé¢ krzywych
(zespolonych albo i nie) trzeciego stopnia: mozna na nich w calkiem naturalny geometryczny
sposob okresli¢ ,,dodawanie” punktow tak by — mowiac wspolczesnym jezykiem — otrzymad
grupg. Oto i ten sposob (rys. 12). Czy Czytelnik moze pokusic si¢ o ladny dowad Iacznosci?

O wiasnosciach tej grupy i co z niej wynika dla geometrii pisaliSmy w numerze 12/1980.

Na krzywych stopnia trzeciego zyje sobie zatem, w dobrej zgodzie z wszystkimi innymi
strukturami, grupa. Czy to nas dziwi, jesli przypomnimy sobie, ze caly czas chodzi nam o torus?
Nie powinno; na torusie takim, jakim widzieliSmy go na poczatku artykulu tez jest naturalna
struktura grupy: aby doda¢ dwa punkty, dodajemy ich odpowiednie wspoirzedne ,,geograficzne™ :
dlugosé¢ do dlugosci, szerokosc do szerokosci. Na Ziemi to nie przejdzie (dlaczego?). Samodzielne
przekonanie sig, ze to dodawanie pokrywa sig z opisanym na rysunku 12 (jezeli juz krzywa:
zespolona utozsamimy sobie z torusem) wymaga moze sporej dozy wyobrazni — lub odpowiedniej
maszynki do dowodzenia twierdzen. Ciekawe, Zze na innych powierzchniach zamknietych

takiego ,,geometrycznego” dzialania nie ma.

I znow siedzimy mocno w konkrecie 1 tradycji: krzywym stopnia 3 poswiecil traktat sam Newton;
bytoby interesujace przesledzi¢ co on naprawde o tym wiedzial. )

CZY JESZCZE COS ZYJE NA TORUSIE?

0, tak, oczywiscie. Widzielismy juz, ze miesci sig tam jedna struktura
topologiczna, jedna rozniczkowa, a nieskoniczenie wiele analitycznych,
uporzadkowanych w obszar fundamentalny. Jest i grupa. Co jeszcze?
Trzeba spojrze¢ na inne funkcije. Wezsza klase¢ niz wszystkie tu
rozpatrywane stanowia funkcje wymierne, ilorazy wielomianow.

Na nasz obwarzanek patrzymy wigc jeszcze inaczej. I znow to samo
pytanie: kiedy (dla jakich krat) dwa torusy maja te same ,,gromady’ -
funkcji wymiernych? I jeszcze raz odpowiedz przychodzi z
nieoczekiwanej strony. Popatrzymy na torus jako na krzywa zespolong
i bedziemy stosowac geometri¢ plaszczyzny. Plaszczyzny zespolenej
(czyli czterowymiarowej przestrzeni rzeczywistej), ale postuzymy si¢
geometria analityczng i to bedzie prawie wszystko jedno.

Z dowolnego punktu 4 naszé'j- krzywej poprowadzmy cztery styczne
do niej: /y, /3, I3, i ls. Przetnijmy je prosta @ — odpowiednie punkty
przeciecia oznaczone s3a na rysunku 13 symbolami A,, A;, 451 As.
Okazuje sig, ze warto$¢ stosunku anharmonicznego tych czterech
punktow nie zalezy od wyboru poczatkowego punktu A4 (na rys. 13
widzimy, ze czworka B,, B,, B,, B, da si¢c otrzymac z 4,, 4., As,
Ags przez rzutowanie). Dowod wspomnianego twierdzenia nie jest
prosty; stosunkowo latwo wysnué tylko wniosek: dwie krzywe
stopnia trzeciego (pamietamy, ze w gruncie rzeczy chodzi o torusy)
maja te same funkcje wymierne wtedy i tylko wtedy, kiedy daja ten
sam stosunek anharmoniczny punktow 4,, 4;, A5, A:. Mozemy
bowiem jedna krzywa przeksztalcic na druga tak, by pierwsza z tych
czworek przeszia na druga. Tak si¢ da zrobi¢ nawet za pomocg



Ris. 14, Poszukiwanic picrwiastkow
rownania yi+y = x?—x. P = (0,0),

2P = (1,0), 3P = (-1, 1), 4P = (2, -]),

5P = (14, —5[8), 6P = (6, 14),
1P = (—5/9, 8/27),
8P = (21/25, —69/125), ....
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przeksztalcenia rzutowego, opisanego wielomianami pierwszego stopnia.

Stosunek anharmoniczny punktow nie jest wyznaczony jednoznacznie: jezeli wynosi on 4,

to ,,rownie dobrze” 1/4, 1—4, 1/(1—4), 4[/(A—1), 1—1/4; wszystko zalezy od kolejnosci punktow
Wygodnie byloby zastapi¢ 1 przez takie wyrazenie, ktore nie zmieni si¢, jezeli 4 zastapimy przez
jedna z pigciu podanych wartoéci. Oto takie wyrazenie, mozna sprawdzi¢, ze si¢ zgadza:
(A2—2+1)°

@ 2(A—1)?

f =256 5
czynnik 256 gra oczywiscie rol¢ kosmetyczna.

Do niezmiennika j doszliSmy poprzez geometrig. Nie bylby on moze taki interesujacy, gdyby

nie bylo innych drog. Jedna z nich jest algebraiczng interpretacja geometrycznej: jesli rownaniem
krzywej jest y* = x(x—1) (x— 1), to 4 jest akurat wartoscia stosunku anharmonicznego 0, 1,

A i oo, wtedy j dostajemy wprost ze wzoru (4). Mozemy to wykorzysta¢ do obliczeni. Dla

y* = x*—xmamy 4 = —1, wiec j = 1728, Taka krzywa jest najbardziej naturalnym torusem,
bo odpowiadajacym kwadratowej siatce plaszczyzny. Mozemy to sprawdzi¢, wychodzac od
kwadratowej kraty i szukajac rownania. Taka krata jest niezmiennicza ze wzgledu na mnozenie
przez liczbe zespolong i, a skoro tak, to g; = 14020.;"‘ = 140 Zr““*w*“ = —g3, tj. g3 = 0.
Rownanie musi mieé postaé y? = x*— Ax. Przecinajac krzywg prostg y = 0 i obliczajac stosunek
/ dostajemy szybko wilasnie A = —1, czyli j = 1728, Krzywa y? = x*—x jest rzeczywiscie
najwazniejsza, mozna to by jeszcze ,,uzasadni¢” na kilka innych sposobow.

Dla ,,krzywej Fermata™ x>+ y* = z* wyjdzie j = 0, trzeba sie troche narachowac, aby dato sie
t¢ krzywa w czesci ,,skoficzonej” opisa¢ rownaniem Y? = X*(X—1).

Mozna dosta¢ j wprost z kraty, oto formuta: j = 1728 g3/(g3—27 g3), gdzie 0 g, i g5 juz
mowiliSmy. To jest jeszcze jedna, analityczna, interpretacja j.

TORUSY SA WSZEDZIE

Ci z matematykow, ktorzy uprawiajg teorie liczb, zyja z rozwigzywania rownan w liczbach
catkowitych lub wymiernych. I oni tez wtracajq si¢ do torusdw, przesledZzmy to na skromnym
przykladzie. Probujmy rozwigza¢ w liczbach wymiernych rownanie y*+y = x*—x; kilka
rozwiazan zgadujemy: (0, 0), (1, 0), (—1, —1), moze jeszcze (2, 2). Zauwazmy jednak, ze jezeli
wspolrzedne punktow P i Q stanowia wymierne rozwigzanie naszego rownania, to wspolrzedne
punktu P+ Q tez, gdzie — uwaga! — dodawanie punktéw rozumiemy w sensie dzialania
grupowego, opisanego wyzej (np. rys. 12). Nasza geometryczna metoda daje wiec calg serig
rozwigzan: P = (0, 0),

1 5

4" 8
P+ P+P+P+P+P = (6, 14) i tak dalej: mozna tez braé —P— P, — P— P— P itd. Sa to juz
wszystkie rozwigzania wymierne tego rownania, dowod nie jest fatwy.

Torusy sa wszedzie. Charakterystyczne rownanie (2) mozna spotka¢ w wielu ksiazkach

o catkiem odleglej tresci: ,,Kurs arytmetyki”, ,,Teoria funkcji”, ,,Funkcje analityczne wielu
zmiennych”, ,,Krzywe algebraiczne”, ,,SL.(R)”, ,,Wstep do geometrii algebraicznej”, ,,Teoria
cial”, ,,Rozmaitosci abelowe™; liste mozna by znacznie przediuzyé.

CO Z TEGO MAMY?

Geometria rzutowa to cala geometria. Te stowa Artura Cayley'a (1841 r.) sprawdzily si¢ i u nas.
Dopiero po zwigzaniu z torusem plaskiej krzywej rzutowej dostaliSmy harmonijna, prosta

i bardzo geometryczng teorig.

Geometria to badanie niezmiennikow grup przeksztaicefi — brzmi teza Kleina. Wykladajac

to inaczej méwimy, ze w topologii powierzchnig mozemy przeksztalca¢ w sposoéb wzajemnie
jednoznaczny i ciagly (i bedzie to ta sama, no, taka sama, powierzchnia), w geometrii
rozniczkowej — w sposob rozniczkowalny, w analitycznej — w analityczny, w geometrii klasy
B — za pomoca funkgcji klasy f, cokolwiek by to znaczylo. O wszystkim decyduja klasy funkcji
dopuszczonych do glosu. Nic wigc dziwnego, ze patrzac stale na ten sam ,,przedmiot’™ — torus,
widzieliSmy go za kazdym razem inaczej. I tu autor wypowie wreszcie o co chodzito mu w calym
artykule. O to mianowicie, by artykul dostarczyt argumentow do jakiego$ porownania
matematykow do astronomow, ktorzy badajac Wszechswiat inaczej widza go w promieniach
widzialnych, rentgenowskich, podczerwonych, X, y i Bog jeszcze raczy wiedzie¢ w jakich.

P+P=(1,0), P+P+P=(—1,—-1), P+P+P+P=(2,—-3), P+ P+P+P+P = (
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