W wielu problemach spotykamy si¢ z ciagami okre§lonymi rekurencyjnie. Wyprowadzenie wzoru
na n-ty kolejny wyraz takiego ciaggu bywa czesto trudne. Dla niektorych takich ciagéw mozemy
znalezé formuly asymptotyczne, przyblizone. Wyprowadzimy pewne wzory dla ciagéw danych
rekurencyjnie w postaci

(n Xaer = Xu+f(x0);
gdzie o funkcji rzeczywistej f zalozymy, ze lim f(x) = 0 (granica istnieje i jest rowna zeru).
K=o

Postuzymy si¢ znanym z analizy twierdzeniem Lagrange’a: jezeli funkcja f ciagla w przedziale

[a, b] ma pochodng w przedziale (a, b), to f(b)—f(a) = (b—a)- f'(c), gdzie ¢ jest pewnym
punktem przedzialu (a, b).

Ciggi rekurencyjne maja wiele wspolnego z réwnaniami roznicowymi. Nasze zadanie rozwigzemy
ukladajac pewne rownanie roznicowe i zastgpujac je rownaniem rozniczkowym,

Jezeli zamiast x, napiszemy F(n), to wzor (1) przepisze si¢ jako

(2) F(n+1) = Fln)+/(F(m).

Funkcja F jest okreslona dla liczb naturalnych, mozemy ja jednak z duzq dowolnoscia
przedtuzyé na liczby rzeczywiste; w szczegdlnodci mozemy ja tak dobraé, by byla rézniczkowalna.
Wiedy z (2) i z twierdzenia Lagrange’a mamy

(3) F'(n+0) = f(F(n)), gdzie0 < @ < 1,

Z naszego zalozenia o funkcji f wynika, ze roznice f(b)—f(a) sa male dla duzych a i b. Jesli

zadbamy o to, by funkcja F migdzy punktami calkowitymi miala , lagodny™ przebieg, to
bedziemy mogli napisac przyblizong rownosc

(4) F'(n+6) = F'(n),
a to prowadzi nas do jednorodnego réwnania rozniczkowego
(5) F'(x) = f(F(x)).

Rozwiazemy je latwo metoda rozdzielania zmiennych. Przyjmujac ¥ = F(x) otrzymujemy
dy/f(») = dx, skad, catkujac:
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Wartosci xg i yo to nasze warunki poczatkowe; w oznaczeniach ,,ciaggowych” x, jest numerem
poczgtkowego wyrazu ciggu, ¥, to wartosc tego wyrazu. Przypominajac sobie stare oznaczenia,
piszac G(y) zamiast ktorejkolwiek funkcji pierwotnej funkciji 1/f(y) i przyimujac dla
uproszczenia o = 0 (tj. wyraz poczatkowy ma numer 0), mamy po bardzo latwych rachunkach

Xo=2 Xy = Xg+2M] @) Xn = G~ (n+ G(xo)).
it Dvadait el Oto i rlasz‘ przyblizony wz()r .na n-ty \fv}:raz c.:iqgu (1. Dak!adn(_)éé wzoru zalezy od dokiadnosci
wyraz z formuly ze wzoru przyblizenia (3), tym lepszej im szybciej zmierza do zera funkgja /.
rekurencyjnej przyblizonego  Przyklad 1. Niech x, = 25, natomiast dla n = | x,,, = x,+ 1 /x,. Rownanie (4) dla tego ciggu
2
dy . e e
X 2 ma postac ST = x—xp, skad G(») = ¥*/2, tj. xa = ]/2u+625.
Xy 2.5 y
xs 3,469 3,362 = ) _ )
e 4,177 4,082 Przyklad 2. Ciag dany jest formula rekurencyjna x,,, = x,+2/xs z warunkiem poczatkowym
*20 :-;:" :2;2 xo = 2. Po krotkich obliczeniach dostajemy wzor asymptotyczny x, = }6n+ 8.
:'::n S.SI: 2 AT2 Dokladnos$¢ przyblizenia obrazuje tabelka.
E (po skrotach redakceji)
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Zadania, ktorych nie umiemy rozwigzac (I1I1)

Dzisiaj cheieli§my zaproponowaé Czytelnikom kolejne zadanie z geometrii. Wprawdzie znamy
jego rozwigzanie, ale nie satysfakcjonuje nas ono w pelni, jako do$¢ skomplikowane. Moze
Czytelnicy beda umieli poda¢ rozwiazanie prostsze?

A oto zadanie.

Niech punkty 4, B, C nalezg do kola k. Skonstruowac trojkat wpisany w okrag tego kola, taki
by jego boki przechodzily odpowiednio przez dane punkty A4, B, C.

PROOF



