
W wielu problemach spotykamy sie z ciagami okreslonymi rekurencyjnie. Wyprowadzenie wzoru
na II-ty kolejny wyraz takiego ciagu bywa czesto trudne. Dla niektórych takich ciagó·•••mozemy
znalezc formuly asymptotyczne, przyblizone. Wyprowadzimy pewne wzor)' dla ciagów danych
rekurencyjnie w postaci

(I) Xn+l = xn+f(xn);

gdzie o funkcji rzeczywistejf zalozymy, zeIimf(x) = O (granica istnieje i jest równa zeru).
X-+OO

F'(X) = f(F(x»).

F'(1I+0) = F'(II),

y

(' dy
y:f(Y) =X-Xo.

F(n+ l) = F(n)+f(F(n)).

F'(1I+0) = f(F(n»), gdzie 0< 0 < l.

(6)

(4)

Funkcja F jest okreslona dla liczb naturalnych, mozemy ja jednak z duza dowolnoscia
przedluzyc na liczby rzeczywiste;w szczególnosci mozemy ja tak dobrac, by byla rózniczkowalna.
Wtedy z (2) i z twierdzenia Lagrange'a mamy

(2)

(3)

(5)

Rozwiazemy je latwo metoda rozdzielania zmiennych. Przyjmujacy = F(x) otrzymujemy
dylf(y) = dx, skad, calkujac:

Z naszego zalozenia o funkcjifwynika, zeróznicef(b)-f(a) sa male dla duzycha i b. Jesli
zadbamy o to, by funkcjaF miedzy punktami calkowitymi miala "lagodny" przebieg, to
bedziemy mogli napisac przyblizona równosc

a to prowadzi nas do jednorodnego równania rózniczkowego

wartoSC obliczond

ze wzoru

przyblizonego

Posluzymy sie znanym z analizy twierdzeniem Lagrange'a: jezeli funkcja.fciagla w przedziale
[a, bl ma pochodna w przedziale(a, b), tof(b)-f(a) = (b-a)' .f'(c), gdzie c jest pewnym
punktem przedzialu (a, b).
Ciagi rekurencyjne maja wiele wspólnego z równaniami róznicowymi. Nasze zadanie rozwiazemy
ukladajac pewne równanie róznicowe i zastepujac je równaniem rózniczkowym.
Jezeli zamiastXn napiszemy F(n), to wzór (I) przepisze sie jako

~

\e
,

Xo = 2, xn+1 = xn+2/x;

wartoSC obliczona

z formuly
rekurencyjnej

Wartosci Xo i Yo to nasze warunki poczatkowe; w oznaczeniach "ciagowych"Xo jest numerem
poczatkowego wyrazu ciagu,Yo to wartosc tego wyrazu. Przypominajac sobie stare oznaczenia,
piszac G(y) zamiast którejkolwiek funkcji pierwotnej funkcjiIlf(y) i przyjmujac dla
uproszczenia no = O (tj. wyraz poczatkowy ma numerO), mamy po bardzo latwych rachunkach

(7) Xn = G-1(n+G(xo»).

Oto i nasz przyblizony wzór nan-ty wyraz ciagu (I). Dokladnosc wzoru zalezy od dokladnosci
przyblizenia (3), tym lepszej im szybciej zmierza do zera funkcjaf
Przyklad l.Niech Xo = 25, natomiast dlan ~ I Xn+ I = Xn+ IIXn. Równanie (4) dla tego ciagu

y d

ma postac ('-y- = X-Xo, skad G(y) = y2/2, tj. Xn = )/2n+625.J Ily
Yo

Przyklad 2. Ciag dany jest formula rekurencyjnaXn+1 = xn+2Ix~ z warunkiem poczatkowym

Xo = 2. Po krótkich obliczeniach dostajemy wzór asymptotycznyXn = y 6n+ 8.
Dokladnosc przyblizenia obrazuje tabelka.

________________ (po skrótach redakcji)
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/ Zadania. których nic umiemy rozwiazac(III)
Dzisiaj chcielismy zaproponowac Czytelnikom kolejne zadanie z geometrii. Wprawdzie znamy
jego rozwiazanie, ale nie satysfakcjonuje nas ono w pelni, jako dosc skomplikowane. Moze
Czytelnicy beda umieli podac rozwiazanie prostsze?

A oto zadanie.

Niech punkty A, B, C naleza do kolak. Skonstruowac trójkat wpisany w okrag tego kola, taki
by jego boki przechodzily odpowiednio przez dane punktyA, B, C.
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