Od odwaznika 1 linijki
do podstaw matematyki

Dr Andrzej PELC

Mozna bez przesady powiedzie¢, ze rozmaite pomiary towarzyszyly
ludziom od poczatku istnienia cywilizacji. Mierzono zawsze
dlugoé¢ sztuk plotna, pole powierzchni upraw, objetosé ptynow,
wage kruszeow, katy przy nawigacji i mnostwo innych wielkosci.
Wiele jednak uplyneto czasu zanim dostrzezono wspolne cechy
przystugujace réznym typom miar. Najpierw zostaly zauwazone
pewne rachunkowe zalezno$ci pomiedzy np. dlugoscia i polem:
zdano sobie sprawe z tego, ze kwadrat o dlugosci boku 2
jednostki ma zawsze pole rowne czterem jednostkom
kwadratowym. Nie tedy jednak wiodla droga do zrozumienia,

co takiego lgczy powiedzmy dlugosé, pole i objetosc, co
upowaznia do nazwania pierwszej miarq wielkosci liniowych,
drugiego miarg wielkosci plaskich a trzeciej miarq wielkosci
przestrzennych.

Dopiero na przelomie XIX i XX wieku pojawily si¢ pierwsze
sformulowania pojecia miary. Zanim jednak podamy definicje
sprobujmy zastanowic sie nad owymi wspolnymi cechami
dlugosci, pola i objetosci, ktore daly poczatek matematycznemu
pojeciu miary.

Kazdy bez trudu zauwazy, ze pomiar dlugosci polega na
przypisaniu pewnej liczby nieujemnej (z mianem) danemu
zhiorowi punktow na prostej, np. odcinkowi lub sumie trzech
odcinkow. Tak wlasnie postepujemy, gdy mowimy, ze jakas
wstega ma dlugoéc 2 metrow, a trzy inne wstegi razem dlugosé
11 metréw. Oczywiscie fakt, ze rczwazamy prosta zamiast wstegi
jest juz wynikiem pewnej idealizacji matematycznej, ale jakze
daleka stad jeszcze droga do prawdziwie ,,dojrzalego”,
abstrakcyjnego pojecia miary.

Zupelnie tak samo ma si¢ rzecz z mierzeniem pola i objgtosci.
Tak wiec mozna si¢ zgodzi¢, ze cecha wspdlna rozwazanych
trzech pojec jest to, iz sg one funkcjami z pewnej rodziny
podzbiorow przestrzeni odpowiednio jedno-, dwu-

i trojwymiarowej w zbior liczb rzeczywistych nieujemnych.

O jakich rodzinach podzbiorow mowa, o tym za chwile.
Nastepna nietrudna obserwacja pozwala stwierdzi¢, ze zbiorowi
pustemu przypisana jest zawsze miara zero. Oto, gdy nie ma
materiatu, to jest go 0 metrow (centymetrow, kilometrow ...),
gdy wypito piwo, to jest go 0 litrow (hektolitrow, metrow
sze$ciennych ...). Tak wiec uméwmy sie: miara przypisuje
zbiorowi pustemu liczbe 0.

Kolejne spostrzezenie stanowi z pewnoscig kluczowy krok przy
definiowaniu miary. Ot0z, gdy ja mam metr materialu na
garnitur, a kto§ ma dwa metry, to razem mamy 3 metry pod
warunkiem, ze ani skrawek nie jest wspolny. Nie $miejcie si¢
Czytelnicy, ze autor przypomina Wam reguly dodawania. W tym
prostym przykladzie ukryta jest najwazniejsza cecha miary: miara
sumy dwoch zbioréw rozigcznych réwna jest sumie ich miar.
Trzeba sie jeszcze umowic, ile wynosi miara pewnego WZOrcowego
zbioru: odcinka [0, 1] w przypadku prostej, kwadratu
jednostkowego w przypadku plaszczyzny czy kostki jednostkowej
w przestrzeni trojwymiarowej. Niech miara ta bedzie réwna np. 1.
Przed podaniem pelnej definicji miary warto si¢ zastanowic, dla
jakich rodzin zbioréw bedziemy ja okresla¢. Z pewnoscia
zardwno zbi6r pusty, jak i cala przestrzen musi do takiej rodziny
naleze¢. Ponadto chcielibysmy jeszcze moc dodawac miary, a wige
suma dwoch zbioréw z przypisang miara powinna takze znalezé
si¢ w naszej rodzinie zbioréw mierzalnych. Wreszcie, gdy jaki$
zbiér A ma okre$lona miare, to jego uzupeinienie do calej
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przestrzeni rowniez ,,powinno™ mie¢ okre$long miare, wigc
uzupelnienie 4 tez musi by¢ elementem rodziny zbiorow
mierzalnych.

Rodziny o wymienionych przed chwila wlasnosciach nazywamy
cialami zbiorow.

Definicja 1. Cialem zbiorow w n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej E" nazywamy rodzing § jej podzbiorow o
nastepujacych wlasnosciach:

1. @, E" € §; zbior pusty i cala przestrzen nalezg do S,

2. Jezeli A, Be S,to AU BES,

3. Jezeli Ae S, to E"— A€ S.

Teraz mozemy juz podac¢ definicje miary.

Definicia 2. Miarg (skonczenie addytywna) w przestrzeni
euklidesowej E" nazywamy funkcj¢ m okreflong na ciele §
podzbiorow tej przestrzeni, o wartosciach w zbiorze liczb
rzeczywistych nieujemnych rozszerzonym o o0 (nieskoriczono$é)

i majacy nastgpujgce wlasnosci

a) m(8) = 0; miara zbioru pustego wynosi 0,

by m(K") = 1; miara n-wymiarowej kostki K" o boku 1 wynosi 1,
c) jezeli A n B = o, to m(A u B) = m(A)+ m(B); miara sumy
dwdch zbioréw rozlqeznych jest réwna sumie ich miar.

Dotlaczenie do wartosci miary wielkosci o0 jest zabiegiem
naturalnym; wszak ,,prawdziwa’ diugos¢ prostej czy ,,prawdziwe”
pole plaszczyzny to wlasnie co. Nalezy jednak wyjasnic, jak
bedziemy rozumie¢ symbole a+ o0 i 00 + 00. Otd6Z umawiamy
si¢, ze a+ 00 = o0 i 00 + 00 = 00, a innych dzialai na symbolu
o0 nie wykonujemy.

Niektore miary (a wéréd nich diugosé, pole i objgtosé) majg
wazng dodatkowa cechg¢: miara zbioru rowna jest mierze kazdego
zbioru z nim izometrycznego. Takie miary nazywaja si¢
niezmiennicze.

Przy badaniu wiasnosci miar istotne jest rozstrzygniecie, na
Jjakim ciele zbioréw maja by¢ okreslone. Najmniejsze ciato sklada
sig tylko z dwach zbioréw: pustego i calej przestrzeni. Czujemy
jednak, ze to za mato. Rozwazajac np. miary na prostej
chcieliby$my umie¢ zmierzy¢ wszystkie odcinki. Miara
niezmiennicza okreslona na najmniejszym ciele zbiorow
zawierajgcym wszystkie odcinki nazywa sie miarg Jordana. Taka
miara istnieje i jest tylko jedna.

Naturalne wydaje sie dazenie do definiowania miar na mozliwie
bogatych cialach zbioréw, najlepiej na ciele wszystkich podzbiorow
przestrzeni. W latach dwudziestych postawiono problem, czy
mozna okresli¢ miarg niezmiennicza na wszystkich podzbiorach
prostej (a takze plaszczyzny, przestrzeni 3-wymiarowej itd.).
Odpowiedz na to pytanie wynika z twierdzen Hausdorffa

i Banacha i jest twierdzaca w przypadku prostej i plaszczyzny,

a przeczaca w przypadku przestrzeni tréjwymiarowej i w wickszej
liczbie wymiarow.

Inny zupeknie obraz otrzymamy, gdy wzmocnimy warunek ¢

w definicji miary zastgpujac go warunkiem

¢’) dla dowolnego ciagu A.:n € N parami roziacznych zbiorow

oo

z rodziny S, m(4d, u A, U ..) = Z m(Ay).
n=1

Napis 4, uA,u ... oznacza sumg ciggu zbiorow, czyli zbior
skladajacy sie ze wszystkich elementow nalezacych do
ktoregokolwiek ze zbiorow A,; n € N. Rownos¢ oznacza, ze albo
warto$¢ miary po lewej stronie jest skornczona, a szereg po
prawej stronie jest zbiezny i ma sum¢ rowna tej wartosci, albo
obie strony rowne sg co.
Oczywiscie nalezy rowniez zmieni¢ warunek drugi w definicji
ciala zbiorow zastepujgc go mocniejszym warunkiem
2.jesli A,eSdlaneN, to Ajudu ...€S
Miary spelniajace warunek ¢’) nazywamy c-addytywnymi,
a ciala spehiajace warunek 2' o-cialami. Najmniejsze o-ciato
zawierajgce wszystkie odcinki nazywa si¢ o-cialem zbiorow



wskich, Istnieje jedyna miara s-addyiywna rozszerzajgca
Jordana i okreslona na o-ciele zbiorow borelowskich.
Zwana jest ona miarg Lebesgue’a. Podobnie jak miara Jordana
jest to miara niezmiennicza. Przy tym o-cialo zbiorow
lowskich jest istotnym rozszerzeniem najmniejszego ciata
ow zawierajacego odcinki. Mozna wykazaé, ze np. zbior
&:zb wymiernych nalezy do pierwszego z nich, ale nie do
‘drugiego. Jest on mierzalny w sensie Lebesgue’a, a niemierzalny
‘w sensie miary Jordana; p. takze artykul W. Wojtynskiego
W Delcie 9/1979. W przypadku miar -addytywnych moina
vykazac, ze nie istnieje taka miara niezmiennicza, okreslona na
~ wszystkich podzbiorach prostej, plaszczyzny, przestrzeni, itd. bez
wzgledu na wymiar. Fakt ten byl znany juz na poczatku XX
u. Wynika z niego w szczegolnosci istnienie zbioru
‘piemierzalnego w sensie Lebesgue’a.
‘Dazenie do zmierzenia jak najbogatszej rodziny zbiorow
‘doprowadzilo do sformutowania w latach trzydziestych
‘nastgpujacego problemu, ktorego autorem jest wielki polski
‘matematyk, Waclaw Sierpinski: Czy istnieje maksymalne
‘rozszerzenie niezmiennicze miary Lebesgue’a? Innymi stowy, czy
istnieje niezmiennicza miara a-addytywna, ktora na zbiorach
‘borelowskich pokrywa sig z miarg Lebesgue’a, ale ktorej juz nie
‘mozna rozszerzy¢ do miary niezmienniczej mierzacej wigcej
- zbiorow. Negatywna odpowiedZ na to pytanie zostala uzyskana
catkiem niedawno. Tak wigc jesli jako§¢ niezmienniczej miary
‘g-addytywnej okreslac¢ na podstawie wielkosci o-ciata zbiordw,
ktdre mozna zmierzy¢ przy jej pomocy, to okazuje sie, ze nigdy
‘nie dojdziemy do perfekcji w tym zakresie.
Porzuémy w tym miejscu rozwazanie miar niezmienniczych
i zajmijmy si¢ zagadnieniem mozliwosci zdefiniowania
Jjakiejkolwick miary na ciele wszystkich podzbioréw przestrzeni
euklidesowej. Jesli nie uczynimy zadnych dodatkowych zalozen,
1o takg miare skonstruowac niezwykle tatwo. Wybierzmy

‘zbiorowi, do ktdrego on nalezy, a miare 0 pozostalym zbiorom.

‘mianowicie jeden punkt przestrzeni i przypiszmy miare 1 kazdemu

Czytelnik sprawdzi bez trudu, ze tak okreslona funkcja jest
rzeczywiscie miarg, ba, nawet s-addytywna. Analiza powyzszego '
przykiadu pokazuje, ze aby problem mial wigkszy sens, nalezy
przynajmniej zadac, by miara kazdego zbioru jednopunktowego
byta rowna zeru (w naszym przykladzie tak oczywiscie nie bylo).
W ten sposob uécislony problem ma w dalszym ciggu odpowiedZ
twierdzacg dla przestrzeni euklidesowej o dowolnej ilosci
wymiarow (a wigc w szczegolnosdci dia prostej, plaszczyzny
i,,zwyklej” przestrzeni).

Okazuje si¢ natomiast, ze to samo zagadnienie w przypadku miar
c-addytywnych jest bardzo trudne, tak trudne, ze do dzi$ nie
doczekalo sig jeszeze rozwigzania. Co wigcej okazuje sie, ze

sigga ono gleboko podstaw matematyki, mianowicie kwestii
wyboru aksjomatyki. Wiadomo, ze przy tej, ktéra matematycy
powszechnie dzi$ stosujg, nie mozna istnienia takiej miary
c-addytywnej udowodni¢, niewykluczone natomiast, ze uda sie
jej istnienie obalié. Byloby to z pewnoscia bardzo donioste
twierdzenie, a sformulowanie pytania wydaje si¢ tak latwe, ze

nic tylko siggnaé po papier i dlugopis ... Ejze!

Problematyka, ktora zostata tu naszkicowana w najgrubszym
zarysie wydaje si¢ interesujgca z szerszego, filozoficznego punktu
widzenia. Zagadnienie miary, jak zadne chyba inne, pozwala
przesledzi¢ dlugg droge, ktora przebyla my$l ludzka od Scisle
praktycznej dzialalnoéci, jaka jest mierzenie, poprzez najprostsze
ale juz abstrakcyjne intuicje geometryczne, do stworzenia pojeé
na wysokim stopniu abstrakcji i wreszcie w wyniku stawiania
kolejnych pytan z nimi zwiazanych — do badania fundamentow
systemu dedukcyjnego. Droga ta wiedzie od miernictwa przez
geometrig, teori¢ miary az do podstaw teorii mnogosci. Méglby
kto$ powiedzie¢, ze doszukiwanie sie tego typu powiazan jest
zabiegiem sztucznym, jednak rzut oka zaréwno na histori¢
rozwoju omawianej problematyki jak i wzajemne przenikanie
sig zagadnien lezgcych na styku kolejnych wymienionych
dyscyplin upewni¢ moze o istnieniu wspolnej, taczacej je nici.

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 289. W wierzcholkach trojkata 4BC umieszczono masy rowne dlugosciom przeciwleglych
bokow. Znalezé srodek ciezkosci tego ukladu mas.
Rozwiazanie na str. 5.

M 290. Wykaza¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej m istnieje nieskonczenie wiele niepodzielnych
przez 10 liczb naturalnych n takich, ze suma cyfr liczby # jest réwna sumie cyfr liczby m- n.
Rozwigzanie na str. 6.

M 291. Wykaza¢, ze w dowolnym trojkacie ABC jest

(a+b+c)?

hE+hi+hi < 5

Rozwiazanie na str. 8.

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 110. W naczyniu z woda plywa, obciazona u dolu gwozdzikiem, $wieca (patrz rysunek). Czy
taka konstrukcja $wiecznika zapewnia diugotrwale palenie sie $wiecy?
Rozwiazanie na str. 13.

F 111. Szczelng skrzynke drewniana napelniono woda i nast¢pnie przestrzelono kulg karabinowa.
Skrzynka rozerwala sig na drzazgi. Dlaczego?
Rozwigzanie na str. 3,



