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Jarostaw WROBLEWSKI

Oznaczmy przez A zbior liczb algebraicznych catkowitych nad Z, tj. zbior wszystkich
pierwiastkow rownan
Xty X" L e xt e =0,

gdzie n jest liczba naturalng, a wspolczynniki cg, ¢;, ..., Ca—; 53 liczbami calkowitymi. Dla

ustalonej liczby pierwszej p przez Q oznaczymy zbiér liczb postaci a, p+ a2} p+ a;]‘}’;-i- e

+ u..]'y;. n € Y, a,— calkowite. Wprowadzmy nastgpujace pojecie przystawania liczby
algebraicznej do ukladu innych liczb.

Definicja: Jesli a € A oraz dla pewnych by, ba, ..., bajost (@—b)) (a—by): ... - (a—h,) €0, to
zapiszemy a € (by, by, ..., b,) mod p. O liczbach b, , b:, ..., b, w najogolniejszym przypadku
mozna zatozy¢, ze sg algebraiczne catkowite, ale my dla uproszczenia przyimiemy, ze s one
liczbami catkowitymi. Uklad liczb (b, , b,, ..., b,) nazwiemy ukladem reszt liczby a modulo p.
Nie kazda liczba z A ma uklad reszt, np. liczba y’i nie posiada ukladu reszt modulo 3. Niech
wige S bedzie zbiorem takich ae A, ze a e (b, by, ..., by)mod p dla pewnych b, bs, ..., by
catkowitych. 0 liczbach b, b, ..., b, mozna bez szkody zalozyé, ze sq wybrane ze zbioru
0,1,2, ..., p—1}, gdyz

ac (b, by, ....h,)mod p==ac (b, b,
przez p.

Wiedy kazdy element @ € § ma podstawowy uklad reszt modulo p, tj. taki uklad reszt, ze kazdy
uklad reszt liczby a modulo p jest nadukladem tego ukladu. Uklad podstawowy jest wyznaczony
jednoznacznie. W ukladzie podstawowym (b, , b,, ..., bs) liczby b, , b;, ..., bs 53 rOZne.

..y by)mod p, gdzie b; jest reszta z dzielenia liczby by

Twierdzenie: Jesli a,.a, e Soraza, € (b, b, ..., 0)mod piay e (d,,d:, ..., d)mod p, to:

(1) a, +a; € (bi+d))mod p, gdzie przez b+ d; rozumiemy uklad zlozony ze wszystkich sum
bitd,gdziel i< nml<j<k,

(2)a,* az € (b dymod p,

lub ogdlniej:

(3) dla dowolnego wielomianu W(x, y) o wspolczynnikach calkowitych mamy:

W(a, ¥ ﬂ';) € (W(b;, d;))modp

Wszystkie powyzsze warunki maja uogolnienie na przypadek nie dwoch, a m = 2 liczb
QyyQ3y ooy m € 5.

Jesli a jest liczba calkowitg i b jest reszta z dzielenia a przez p, to (b) jest podstawowym ukiadem
reszt liczby a modulo p.

A oto kilka przykladéw kongruencji:
V2eB4mod 7, bo (yY2-3)(y2-4) = 12—}2)

V2 e (5, 18)mod 23, |
stad Y2+ /3 e (2, 11, 12, 21) mod 23,
ﬁs(?.lﬁ)modn.l” Y24y Aimia

V5 e(0mod 5,
V23+V2€(0,1,6)mod 7.

1 na zakonczenie przykiad zastosowania wprowadzonych kongruencji:

Przyklad: Liczba a = (ﬁ + 1/ 19)1980 4 (/6 — 1/ 19)!°59 jest liczba catkowita. Znale# jej ostatnia
cyfre.

Rozwiazanie: )6+ /19 € (1)mod 2, podobnie }/6—/19 € (1)mod 2. Zatem

(V6+1/19)'%8% & (1'*%°)mod 2, czyli ()/6+1/19)'*%° € (1)mod 2, a takie

([/3— Y/ 19)1%8% & (1)mod 2. Stad a & (0)mod 2 tj. a jest parzysta. Ponadto V6e(,4)mods,
V19e@2,3)mod 5, V6+¥19e(1,2,3,4)mod 5, skad (V6+119)'°* e (1,1, 1, I)mod 5,
wiec (/6+1/19)'?%° € (1)mod 5.

Podobnie () 6—1/19)'8 & (1)mod 5 i a € (2)mod 5. Na podstawie powyzszych kongruencii
otfrymujemy, ze 10ja—2, czyli a jest zakonczone cyfrg 2.

Liczba b = ((/6+)/19)°*°—()/6—)/19)'°%)- y/6- 19 jest calkowita. Proponuj¢ Czytelnikowi
znaleZ¢ jej ostatnia cyfre.
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