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Rys. 1. Schemat doswiadczenia Davissona i Germera. Elektrony emitowane

z termokatody | przechodzily przez uklad diafragm 2 formujac wiazke
pierwotna . Wiazka ta padaia na powierzchnie krysztalu niklu . Krysztat
mogl by¢ obracany wokoét osi prostopadlej do ..rohoczej” powierzchni.
Wiazka ugieta mogla trafi¢ do kolektora posiadajacego podwdjne.
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(2)

(3)

izolowane od siebie elektrvcznie $cianki. Miedzy scianki kolektora przylozono

hamujaca elektrony réznice potencjatow, dzigki czemu do wnetrza
kolektora nie dochodzity elektrony emisji wtornej. Kolektor mogl by¢
obracany wokét osi réwnolegtej do ,,roboczej” powierzchni krysztatu

i przechodzacej przez miejsce padania wiazki pierwotnej na t¢ powierzchnig.
Dzieki skojarzeniu ruchow krysztalu i kolektora mozna bylo kolejno
wprowadza¢ do kolektora wszystkie wiazki ugiete ,,do tylu”. Wiazki ugigte
,,do przodu” byly pochlaniane wewnatrz krysztatu. Cale urzadzenie
umieszczone bylo w wysokiej prozni, co bylo niezbedne dla zapewnienia
czystosci badanei powierzchni i dla uniknigcia zderzen elektronéw

z czasteczkami gazu.

Rys. 2. Ugigcie wiazki elektronow na jednej wartstwie atomow. Obie
wigzki, padajaca i ugieta, sa prostopadle do zaznaczonej liniami rodziny
rzedow atomow.

Doc. dr Stefan MROZ

Zapewne Czytelnikom znana jest hipoteza de Broglie’a, ze dualizm
korpuskularno-falowy dotyczy nie tylko fotonow, ale w rowne;j
mierze czastek materialnych. Jesli zatem sa do$wiadczalne podstawy
dla przypisania fotonowi o energii £ = hy i pedu p danego zaleznoscia
(1), to nalezy, w mysl tej hipotezy, przypisaé czastce materialnej

o pedzie p fale o dlugosci 4 zwiazanej z pgdem czastki ta sama
zaleznoscia.

Hipoteza de Broglie’a nie zawierata wyjaénienia natury fali zwiazanej
z materialna czastka. Wyjasnienie takie wyniklo dopiero z rozwoju
mechaniki kwantowej operujacej pojeciem funkcji falowe;. Funkcja

ta jest miarag prawdopodobienistwa znalezienia opisywanej czastki

w danym elemencie przestrzeni. Korzystajac z rownania (2) wiazacego
energie kinetyczna czastki i jej ped znajdziemy dla elektronu zaleznos¢
(3) miedzy jego energia i dtugoscia odpowiadajacej mu fali

de Broglie’a. Z zaleznosci tej 4 otrzymuje sig W metrach, jesli energia
wyrazona jest w elektronowoltach. Wida¢, ze dla energii Wynoszacej
od kilkudziesieciu do kilkuset elektronowoltow dtugos¢ fali

de Broglie’a jest porownywalna z odlegtoscia miedzy atomami

w krysztatach, rowna dziesiatym czgsciom nanometra. Wynika stad,
7e krysztal powinien by¢ dobra siatka dyfrakcyjna dla fal de Broglie’a
zwigzanych z elektronami o takich energiach, czyli z powolnymi
elektronami, jak je bedziemy dalej nazywac.

Pierwsze doswiadczenie z dyfrakcja powolnych elektronow wykonali
w 1927 roku Davisson i Germer. Wykryli oni caly szereg wiazek
ugictych i pokazali, Ze ich obserwacje mozna zadowalajaco
wytlumaczy¢ na podstawie hipotezy de Broglie’a i zaleznosci (3).
Jedno z pierwszych w $wiecie do$wiadczen z dyfrakcja powolnych
elektrondw wykonat w Polsce w 1928 roku Szczepan Szczeniowski,
postugujac si¢ w tym celu krysztalem bizmutu.

Celem pierwszych doswiadczen z dyfrakcja powolnych elektronow
bylo sprawdzenie hipotezy de Broglie’a. Okazalo si¢ jednak, ze
do$wiadczenia takie moga by¢ zrodlem cennych, unikalnych
informacji o strukturze krystalicznej powierzchni krysztatow ita
whaénie mozliwos¢ zadecydowata o znaczeniu dyfrakeji powolnych
elektronow we wspolczesnej fizyce.

Powolne elektrony silnie oddziatywuja z materia tracac swa energie

w niesprezystych zderzeniach. Atomy polozone w glebi krysztatu nie
daja zatem wkiadu do dyfrakeji powolnych elektronéw, gdyz poddane
na nich dyfrakcji elektrony o energii zmniejszonej wskutek
niesprezystych zderzen nie daja si¢ wyodrebni¢ z tla tworzonego
przez elektrony emisji wtornej (patrz rys. 2). Przyjmijmy zatem dla
uproszczenia rozwazan, ze dyfrakcja powolnych elektronow zachodzi
tylko na pierwszej warstwie atomoéw krysztatu i rozwazmy przypadek,
gdy wiazka pierwotna jest prostopadia do ,,roboczej” powierzchni
krysztatu. Sytuacja taka jest pokazana na rys. 2, gdzie schematycznie
narysowano dwie pierwsze warstwy atomow. Atomy pierwszej
warstwy tworza regularna, dwuwymiarowa strukture.
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Rys. 3. Przyklady roznych rodzin rzedow atomow dla dwuwymiarowej
struktury krystalicznej.

4 = asing “4)
Wzmocnienie rozwazanych wiazek nastapi wiedy, gdy réznica ich drog

bedzie caikowita wielokrotnoscia dlugosci fali.

4 = asing = n2 (5)
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Rys. 4. Ugiecie wiazki pierwotnej na pierwszej warstwie atoméw pokazanej
w przekroju. Roznica 4 drog wiazek ugietych na sasiednich rzgdach atoméw
zalezy od kgqia padania wiazki pierwotnej ¢ i od odleglosci @ miedzy tymi

rzedami.

Rys. 5. Ugigcie wiazki pierwotnej ma dwoéch pierwszych warstwach atomow.
Dla uproszczenia rachunkéw przyjeto, ze odleglosé miedzy rzedami atomow
W warstwie jest taka sama, jak odleglos¢ miedzy warstwami. Dla

wzmocnienia zaznaczonych na rysunku wiazek musza byé spelnione warunki

4 = asing = ni (6a)
4’ = a+acosp = mi (6b)
Po przeksztalceniach algebraicznych i trygonometrycznych réwnania (6)
przyjmuja postaé
. n2i2
sin2g = e (7a)
- 2mia— m2A?
sin2g = — (7b)
Przyréwnujac prawe strony réwnan (7) otrzymujemy zaleznos$é
2mia—m2A2 n2i2
T e T Ta ®
skad
2ma 5
= IR gdzie n=1,2,3, ...... m=1,2,3, ... (&)
I = [pe-aT (10)

Wszystkie te atomy ukladaja si¢ w rodzing rzedow atomow i istnieje
dowolnie wiele takich rodzin, co widaé na rys. 3.

Zauwazmy, ze fale de Broglie’a ugigte na roznych atomach danego
rzedu atomoéw w kierunku prostopadtym do tego rzedu maja zgodne
fazy, jesli tylko wiazka pierwotna jest rowniez prostopadta do
rozwazanego rzedu atomow. W naszym przypadku fale ugiete na
wszystkich atomach danego rzedu wzmocnia si¢ w kazdym kierunku
prostopadtym do danego rzedu. Z wszystkich mozliwych takich
kierunkow trzeba teraz wybrac te, dla ktoérych wzmocnig sie fale
ugiete na sgsiednich rzegdach. Z rys. 4 i ze wzoru (5) wida¢, ze
kierunki, dla ktoérych wzmacniaja si¢ wiazki ugiete na sasiednich,

a zatem i na wszystkich rzedach danej rodziny, istnieja zawsze, jesli
tylko odlegtos¢ migdzy rzedami a jest wigksza od dlugosci fali A.

Z doswiadczenia Davissona i Germera wynikalo jednak, ze
poszczegolne wiazki ugigte byly najintensywniejsze dla pewnych
energii elektronow, czyli dla pewnych 1. Nasze dotychczasowe
rozwazania nie przewiduja takiego wyniku, poniewaz nie
uwzgledniliSmy udzialu w dyfrakcji atomoéw z warstwy drugiej

i warstw glebszych. Z zaleznosci (9) wida¢, ze wzmocnienie fal
ugietych na dwoch sasiednich warstwach atomow, a tym samym

i ugietych na calym krysztale, mozliwe jest tylko dla pewnych
dlugosci fal. Maksima natezenia wiazki ugigtej wystepujace przy
spetnieniu warunkow takiego typu jak warunek (9) sa w przypadku
dyfrakcji powolnych elektrondw znacznie mniej ostre, niz w
przypadku dyfrakcji promieniowania rentgenowskiego. Znaczy to, ze
udziat warstw glebszych w dyfrakcji powolnych elektrondw nie moze
by¢ wprawdzie pominigty, ale jest stosunkowo maly.

Kazda rodzina rzgdow atomow wytwarza wlasne wiazki ugiete.
Z symetrii przestrzennego rozkiadu tych wiazek mozna wnosié
0 sposobie ulozenia atomoéw na powierzchni, czyli o strukturze
krystalicznej tej powierzchni.

Wiazki ugiete otrzymywane przy dyfrakcji $wiatla na dwuwymiarowej
siatce dyfrakcyjnej mozna latwo obserwowaé patrzac wieczorem przez
tkaning parasola na odlegle, punktowe $wiatto. Obserwujemy wted);
wiazki ugigte ,,do przodu”, a nie ,,do tytu”, jak to jest przy dyfrakcji
powolnych elektronéw. Nie powoduje to jednak istotnej zmiany

W opisie zjawiska.

W rozwazaniach prowadzonych w poprzednim rozdziale przyjelismy,
ze dyfrakcja zachodzi na atomach tworzacych regularna strukture.

W rzeczywistosci atomy tworzace krysztat wykonuja drgania cieplne
i w temperaturze pokojowej typowa amplituda tych drgan stanowi
kilka procent odlegtosci migdzy sasiednimi atomami. Siatka
dyfrakcyjna utworzona przez atomy krysztatu wydaje sie zatem
bardzo niedoskonatla i mozna si¢ obawia¢, ze wigzki ugiete otrzymane
przy jej uzyciu beda bardzo rozmyte. Obawy takie nie sg jednak
uzasadnione. Drgania cieplne atomow sa chaotyczne i srednie

w czasie wychylenie kazdego z atomow z jego polozenia rOwnowagi
rowna sie zeru. Jak pokazat Debye w 1914 roku, chaotyczne drgania
cieplne atomow prowadza tylko do zmniejszenia natgzenia wigzek
ugigtych, bez ich przestrzennego rozmycia (Debye pokazal to dla
dyfrakcji promieniowania rentgenowskiego, ale wynik ten jest
oczywiscie wazny dla kazdej dyfrakcji). Amplituda drgan cieplnych
ro$nie wraz z temperatura krysztatu, zatem natgzenie wiazek ugietych
maleje przy wzroscie temperatury. Zalezno$¢ ta przedstawiona jest
rownaniem (10), gdzie T jest temperatura krysztatu, zas a — stala,
zalezna od tak zwanej temperatury Debye’a (charakterystycznej dla
kazdego materiatu wielkosci, zwiazanej z jego wlasnosciami
cieplnymi).



X 1 Urzadzenie Davissona i Germera ma juz dzisiaj tylko wartosé
f 2 1 historyczna. Jego podstawowa wada byl brak mozliwosci obserwacji
- Ray wszystkich wiazek ugietych. Od ponad dwudziestu lat uzywane sa
”/6 Y, dyfraktografy wykorzystujace w swej konstrukcji ideg sformutowana
r 7 przez Ehrenberga w 1934 roku. Zasada dziatania takiego
= I dyfraktografu przedstawiona jest na rys. 6. Obraz dyfrakcyjny moze
EE "f tu by¢ obserwowany i fotografowany, mozna takze, przy uzyciu

odpowiedniego fotometru, dokonywa¢ pomiaru jasnosci

Rys. 6. Zasada dzialania wspolczesnego dyfraktografu. Wiazka elekironow poszczeg'olnych plamfek ! bada(f zaleznos? s Jas-nosu el ene.rg"

pierwotnych wytworzona w specjalnej wyrzutni elektronéw pada na elektronow, od kqta ich padama na pow1erzchm¢ krySZtah'l iod

powierzchni¢ krysztalu umieszczonego w srodku krzywizny uktadu dwéch temperatury kl'ySZtalu.

koncentrycznych, sferycznych, metalowych siatek S, i S, i sferycznego

ekranu luminescencyjnego E. Elek.rony emisji wtornej i wiazki ugiete. 2

trafiaja migdzy siatkami na hamujace pole elektryczne dobrane w taki

sposob, aby przed siatka S, elekirony emisji wtdrnej (2b) zostaly zawrdcone.

Elektrony z wiazek ugigtych (2a) przechodza przez siatke S, i sa

przyspieszane wysokim dodatnim napigciem w Kierunku ekranu

Iuminescencyjnego E. Na ekranie tym kazda wiazka tworzy jasna plamke P,

a plamki te ukladaja si¢ w obraz dyfrakcyjny. Obraz ten jest ogladany

przez wziernik W dyfraktografu. W ciagu ostatnich dwudziestu kilku lat na calym swiecie wykonano
i opublikowano tysiace prac wykorzystujacych dyfrakcje powolnych
elektronow do badania powierzchni krysztatow. Ich szczegbtowe
przedstawienie, a nawet w miarg petne wyliczenie poruszanych
w nich problemoéw nie jest mozliwe w krotkim artykule. Dlatego
ponizsze omdwienie nie bedzie oczywiscie pelne, powinno ono jedynie
da¢ czytelnikowi pewne wyobrazenie o kierunkach prowadzonych

i i badan.

Metody badania struktury wngtrza krysztatow oparte na
wykorzystaniu dyfrakcji promieniowania rentgenowskiego sa dzis
bardzo rozwiniete i wiedza o tej strukturze jest dos¢ petna. Metody
te, ze wzgledu na stabe oddziatywanie promieniowania
rentgenowskiego z materia, nie pozwalajg bada¢ struktury powierzchni
krysztalu, Dyfrakcja powolnych elektronow pozwolita stwierdzi¢, ze
dla szeregu krysztatow, zwlaszcza krysztatow metali, atomy na
powierzchni utozone sa tak samo, jak na plaszczyZznie rownolegtej
do tej powierzchni i znajdujacej si¢ wewnatrz krysztalu. Wynik ten
nie byl oczywisty, gdyz liczba najblizszych sasiadow atomu na
powierzchni jest mniejsza od takiej liczby dla atomu wewnatrz

i rozmieszczenie tych sasiadow jest asymetryczne (nie ma ich na
zewnatrz krysztalu). Sily wigzania atomu na powierzchni sa zatem
inne, co powinno prowadzi¢ do utworzenia na powierzchni struktury
odmiennej niz wewnatrz. Tymczasem w wielu wypadkach obserwuje
sie jedynie kilkuprocentowa zmiang odlegtosci migdzy atomami

w kierunku prostopadtym do powierzchni.

Dla wielu innych krysztatow (zwlaszcza dla potprzewodnikow, ale
takze i dla pewnych metali) stwierdzono rekonstrukeje powierzchni,
polegajaca na skomplikowanym przemieszczeniu atomow
powierzchniowych zaréwno w plaszczyznie powierzchni jak i w
kierunku do niej prostopadlym. W wielu przypadkach (na przykiad
dla krysztatu krzemu) brakuje dotad w naukowej literaturze
zgodnosci co do struktury zrekonstruowanej powierzchni. Badania
rekonstrukcji powierzchni sa bardzo przydatne dla rozwoju teorii
wigzan krystalicznych.

I K

Adsorpcja obcych atomow na czystej i dobrze uporzadkowanej
powierzchni krysztalu prowadzi bardzo czgsto do utworzenia
uporzadkowanej struktury atomow adsorbatu. W obrazie

Rys. 7. Obraz dyfrakcyjny dla sciany krysztatu niklu z atomami utozonymi dyfrakcy-'nym pojawiaja sie Wtedy nowe plamkl oraz zmienia sig

w sie¢ prostokatna. Krzyzvkami zaznaczono plamki obserwowane przy natezenie plamek ,,starych”. Na przyklad, przy adsorpcji siarki na
dyfrakcji powolnych elektronéw na czystej powierzchni, a tréjkatami — jednej ze $cian krysztatu niklu, na ktorej atomy tworza prostokatna
lamki d jawiaj i i siarki : - . X p e ;

plamki dodatkowe, pojawiajace si¢ przy adsorpcji siarki. Rozmiary obrazu sie¢ krystallczna, w obrazie dyfrakcy_mym juz przy malych pokrycnach

ograniczone sa wymiarami ekranu luminescencyjnego, male kétko w $rodku . o ST | Ki
obrazu przedstawia otwér w ekranie, przez ktéry przechodzi pierwotna powierzchni adsorbatem pojawiaja si¢ dodatkowe plamki, zaznaczone

wiazka elektronéw. na rys. 7 trojkatami.
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Rys. 8. Struktura atomow niklu (czarne kropki) dajaca obraz dyfrakcyijny
pokazany na rys. 7 i wyspy utworzone przez zaadsorbowane atomy siarki.
W wyspach 4 i B atom siarki ma czterech najblizszych ,,niklowych”
sasiadow, w wyspie C — dwéch, a w wyspie D — jednego. W rzeczywistosci
rosna tylko wvspy tvpu 4 i B (patrz tekst). Granica zrostu wysp A i B
tworzy defekt struktury.

Rys. 9. Przekroj krysztatu z zaznaczona linia cigcia wykonanego dla
otrzymania $ciany wicynalnej (linia przerywana) i sciana wicynalng zlozona
z taras6w i stopni (linia ciagla). Czarnymi kropkami zaznaczono widoczne
w plaszczyznie rysunku atomy tworzace krysztal.

it
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Rys. 10. Zaleznos¢ natezenia wiazki ugietej od temperatury krysztatu,
wykreslona w skali pétlogarytmicznej

Inl = Inly—aT )

Z nachylenia doswiadczalnie znalezionej prostej mozna wyznaczyé stalg a,
a stad — efektywna temperature Debye’a.

Z rozmieszczenia tych plamek wynika, Zze na

niklowym podtozu tworza si¢ wyspy zbudowane z regularnie
ulozonych atomow siarki (rys. 8). Znajomos¢ potozenia dodatkowych
plamek w obrazie dyfrakcyjnym nie pozwala rozstrzygnac, jaka
pozycj¢ wzgledem atomow podioza (jakie miejsce adsorpcyjne)
zajmuja atomy siarki, kazda bowiem z wysp pokazanych na rys. 8
powinna dawa¢ obserwowane plamki dodatkowe. Problem ten mozna
rozstrzygna¢ mierzac zaleznos¢ jasnosci poszczegdlnych plamek od
energii elektronow i porownujac te zaleznos¢ z zaleznoscia obliczong
teoretycznie przy zatozeniu, ze obsadzone sa te lub inne miejsca
adsorpcyjne. Takie poréwnania prowadza do wniosku, ze w
omawianym przypadku atom siarki ma czterech najblizszych
»»niklowych™ sasiadow, czyli, ze powstaja wyspy typu',,A" i,,B”.
Wzrost takich wysp prowadzi do ich zrastania sig, przy czym linia
zrostu jest defektem struktury warstwy adsorpcyjnej, jak to wida¢

na rys. 8. Istnienie takich defektow powinno prowadzi¢, jak to mozna
pokaza¢ przy pomocy odpowiednich obliczen, do rozdwojenia
plamek dodatkowych w obrazie dyfrakcyjnym i rozdwojenie takie
jest obserwowane przy catkowitym pokryciu siarka.

Sciang wicynalnq krysztahu nazywamy jego powierzchnig¢ wycigta

w taki sposob, ze tworzy ona maly kat z plaszczyznami gesto
obsadzonymi przez atomy (rys. 9). Stwierdzono do$wiadczalnie, ze
krysztaly roznych metali (np. platyny) ograniczone takimi $cianami
maja interesujace wlasnosci katalityczne (na $cianach takich moga
przebiega¢ pewne wybrane i bardzo pozadane w praktycznych
zastosowaniach reakcje chemiczne). Dla zrozumienia tych wlasnosci
katalitycznych trzeba pozna¢ strukture scian wicynalnych. Jak wida¢
zrys. 9, Sciana taka jest systemem tarasow oddzielonych stopniami.
Stopnie te sa defektami struktury powierzchni i ich istnienie prowadzi
do rozszczepienia pewnych plamek w obrazie dyvfrakcyjnym.

Z wielkosci tego rozszczepienia i z wartosci energii elektronow, przy
ktorej ono wystepuje, mozna oszacowaé szerokosé tarasow i wysokosé
stopni. Okazuje si¢, ze wysoko$¢ stopni rowna jest zwykle najblizszej
odleglosci migdzy atomami.

Drgania cieplne atomow znajdujacych sig¢ na powierzchni krysztatu
powinny mie¢ wigksza amplitudg niz drgania atoméw w jego
objetosci. Wynika to z braku sasiadéw od zewnatrz krysztatu, a wigc
i braku czgsci wigzan utrzymujacych atom w polozeniu rownowagi.
Pomiar zaleznosci nat¢zenia poszczegdlnych wiazek ugigtych od
temperatury krysztatu pozwala na wyznaczenie przy pomocy rownania
(11) stalej a wystepujacej w tym réwnaniu, a wigc i temperatury
Debye’a wyznaczajacej t¢ stala. Nie bedzie to temperatura Debye’a
charakterystyczna dla wnetrza krysztatu, lecz pewna $rednia wazona
temperatur Debye’a odpowiadajacych poszczegdlnym
przypowierzchniowym warstwom atomoéw, nazywana efektywna
temperatura Debye’a. Najwigkszy wklad do tej sredniej wnosi
pierwsza warstwa atomow, ale wplyw kolejnych warstw zwykle tez
nie moze by¢ zaniedbany. Z do$wiadczenia wiadomo, ze efektywna
temperatura Debye’a jest o kilkadziesiat procent mniejsza od
objgtosciowej (wewnetrznej) temperatury Debye’a. Oznacza to

w kazdym razie, ze temperatura Debye’a odpowiadajaca pierwszej
warstwie atomow (powierzchniowa temperatura Debye’a) jest
znacznie mniejsza od objgtosciowej temperatury Debye’a. Wynika
stad, ze amplituda drgan cieplnych atoméw powierzchniowych jest
duzo wigksza od amplitudy drgan atoméw wewnatrz krysztalow.
Wynik powyzszy jest raczej jakosciowy. Uzyskanie wiarygodnych
danych ilosciowych w tej dziedzinie napotyka istotne trudnosci, m. in.
ze wzgledu na brak latwego sposobu oszacowania wplywu warstw
glebszych na efektywna temperature Debye’a. Wystepuja tu rowniez
inne trudnosci, ktorych omawianie wykracza poza ramy niniejszego
artykulu. Mozna, by¢ moze, tak dobra¢ warunki doswiadczenia, ze
wkiad warstw glebszych do dyfrakcji stanie si¢ pomijalny i ze inne,
nie omoéwione tutaj trudnosci stang si¢ mato istotne. Sprawdzenie

tej mozliwosci jest jednak sprawa przyszlosci.
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Tak nalezy serwowac.
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Wszystkie powyzsze rozwazania prowadzono postugujac si¢ skrajnie
uproszczonymi modelami. Rozwazano mianowicie tylko przypadek
prostopadlego padania wiazki pierwotnej i bardzo mato i pobieznie
zajmowano si¢ wkladem warstw glgbszych do dyfrakcji. Zaktadano
réwniez milczaco, ze fala de Broglie'a jest uginana w krysztale tylko
jeden raz, co znakomicie uproscito opis dyfrakcji. W rzeczywistosci
wielokrotne rozproszenie elektronow w krysztale jest bardzo istotne
w dyfrakcji powolnych elektrondw i musi by¢ brane pod uwagg przy
jej opisie. Dlatego wspotczesna teoria dyfrakcji powolnych elektronow
jest bardzo skomplikowana, a interpretacja wynikow otrzymywanych
przy stosowaniu tej dyfrakcji do badania powierzchni krysztalow
rzadko bywa tak prosta, jak w przytaczanych wyzej przyktadach.
Dlatego niniejszy artykut jest tylko bardzo elementarnym wstepem
do tematu sformutowanego w jego tytule.

Matematyka jest dobra na wszystko. Oto wiadomo, ze po pierwszym nieudanym serwie (po
polsku: podaniu) wolno w tenisie serwowaé powtornie. Wszyscy tenisisci bija wigc pierwszy
serwis silnie, bardziej ryzykownie. Drugi jest bardziej $cigty, spokojniejszy i juz nie powinien
wyjs¢ na aut.

Moze to nie jest najlepsza strategia? Moze optacitoby si¢ obydwa serwisy wykonywa¢ mocno,
ryzykownie, albo przeciwnie, obydwa stabsze? Stworzmy matematyczny model sytuacji! Gracz ma
do dyspozycji zbior S sposobow serwowania: mocny i plaski, liftowany, z naroznika kortu,

blizej srodka, itd... Z kazdym podaniem s zwiazane sa dwa prawdopodobieristwa p(s) i g(s):

p(s) = prawdopodobienstwo. ze serw jest udany,

q(s) = prawdopodobiefistwo warunkowe: jesli jest udany, to przyniesie punkt (lub chocby
rozstrzygajacy atak).

Zatem w(s) = p(s)q(s) jest prawdopodobiefistwem wygrania punktu po podaniu s. Na ogot
podania z wiekszym p maja mniejsze ¢ (im bardziej ryzykowny, tym trudniej go odebrac, jesli
wyjdzie).

Strategia sklada si¢ zatem z uporzadkowanej pary (s;, 5,) € Sx S. ,,Sukces™ to wygranie punktu.
Jego prawdopodobienstwo wynosi

1) p(s1,52) = W(51)+(1—P(51))W(52)-

Optymalna strategia powinna maksymalizowa¢ (1). Poniewaz nie ma trzeciego podania, wigc 5
musi przy tym maksymalizowaé w(s). Oznaczmy to maksimum przez w; wtedy s, winno
maksymalizowa¢

()] w(s)—wp(s).

Odtozmy na dwu prostopadiych osiach p i w. Wyobrazmy sobie, ze nasz gracz zna bardzo wiele
sposobéw serwowania i ze ukladaja sie one w krzywa jak na rysunku obok. Kazdy tenisista
potwierdzi, ze jest ona wypukla. Poniewaz s, maksymalizuje w, wiec jest najwyzszym punktem
wykresu. Natomiast s, maksymalizuje w(s)—wp(s). Geometrycznie znaczy to, ze 5, jest punktem
stycznosci krzywej z prosta L o wspolczynniku kierunkowym w. Na rysunku obok mamy wigc
strategi¢: bij najpierw s,, potem s,. Proste? Proste!

Udowodnili$my matematycznie, ze oplaca si¢ bi¢ pierwszy serwis ryzykownie a drugi spokojnie.
Wiedzielismy to juz przedtem, ale teraz to juz ho-ho!

Dla mniej wprawnych graczy nasza teoria tez jest dobra. Wyobrazmy sobie, ze ma on do
dyspozycji tylko dwa sposoby serwowania: s, i s, 0 wspotrzednych (py, wy) i (p2, w2). Wowczas
(fatwe obliczenia pomijamy): (s,, 5,) jest optymalna strategia wtedy i tylko wtedy, gdy

Wy = w, = wz(l—(pz—l’n))-

Gdy pierwsza nierownos¢ nie zachodzi, nalezy serwowac¢ dwa razy s, , gdy druga — dwa razy s,.
Co z tego wszystkiego wynika dla poziomu naszych umiejgtnosci w bialym sporcie? Doktadnie
nic. Czy wobec tego te rozwazania byly catkiem bezuzyteczne? By¢ moze, natomiast autorowi
tej notatki nieodparcie przypominaty matematyczne podstawy ekonomii polityczne;j.

(M. Sz.)
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