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Dlugie ciagi

Dr Zbigniew SAWON

Nie trzeba uzasadniaé znaczenia pojecia granicy ciqgu w Analizie Matematyczne;.
Pobiezny nawet przeglad definicji wystgpujacych w tej dziedzinie matematyki
prowadzi do wniosku, Ze u ich podstaw lezy pojecie granicy. W artykule tym
przedstawimy pewne uogdlnienia tego pojecia. Moga one i$¢ w dwu kierunkach.
Pierwszy z nich — to rozszerzenie pojecia zbiezno$ci na znacznie szersza klase
ciggéw liczbowych. Mozna np. uznaé, ze ciag (a,)i%, jest zbiezny w ,,szerszym
sensie’” lub, ze ma uogdlniona granice Lima, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
granica srednich arytmetycznych
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i1 latwo wowcezas zauwazyé, Ze:
1) kazdy ciag zbiezny jest zbiezny w ,,szerszym sensie”’,
2) istnieja ciagi rozbiezne, ale zbiezne w ,,szerszym sensie’’ np. ciag
0,100 1,0 1; ).
Tego typu uogdlnienia sa przedmiotem badan teorii zwanej Teorig Limesowalnoéci
i nie bedg rozwazane w tym artykule. Warto jednak zaznaczy¢, Ze pigkna karte
w Teorii Limesowalnosci zapisali polscy matematycy, w szczegolnosci
profesorowie Stanistaw Mazur, Wiadystaw Orlicz i ich uczniowie.
Drugi kierunek, w jakim moga is¢ uogolnienia, to przyporzadkowanie granicy
szerszym klasom funkcji. Ciag (a,)i>, jest, jak Czytelnikom dobrze wiadomo,
funkcja

[iN-> R,

gdzie N jest zbiorem liczb naturalnych i f(n)=a,,n = 1, 2, ... Niech T bedzie
dowolnym zbiorem i niech f: T — R bedzie funkcja okreslong na T (T nazywac
bgdziemy zbiorem indekséw). Sprobujemy zdefiniowaé symbol

lim f().
T

Jezelinp. T=N lub T = [0,1) to symbole limf(¢) mamy juz okreslone w nastepujacy
sposob:
Gdy T= N to

a=limfe = /\ \/ [\ n>no=ifen-a<e

e>0 nmgeN neN

(zwykla zbieznos¢ ciagu liczbowego).
Gdy T = [0,1) to
a=limf(t)¢/\ t 2 to=|f(t)—al < e.
0,1 e>0 toel0,1) 2e[0, 1)

Oczywiscie w tym przypadku a jest granica lewostronng

a = lim f(t)
1—1-0
Przygladajac sig¢ tym obu definicjom stwierdzamy z latwoscia, ze ich wprowadzenie
bylo mozliwe dzigki temu, iz w zbiorze T = N, jak i w zbiorze T = [0,1) jest
relacja porzadku <.
Niech T begdzie zbiorem indekséw wyposazonym w relacje porzadku <, tj.
w relacje dwuargumentowa x < y spelniajaca nastgpujacy uklad aksjomatow:

1) Dla kazdego x,ye T albo x < y albo y < x,
Dijezelixgyiysx,toy=ux,

3) dla kazdego x € T zachodzi x < x,
4 jezeli x < y 1 p<z; to <z

Teraz juz z latwoscia mozna zdefiniowac

(*) | a= (lTi;rg)f(:) - /\ \/ f:‘f\ to < t=|f(t)—al < ¢.

e>0 (oeT 1T
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Praktyka Analizy Matematycznej wymaga okreslenia pojecia limf{(z) dla zbioru
T

indeksow T, w ktérym nie ma struktury porzadku. W szczegdlnosci rozpatruje

sig zbiory 7 wyposazone w relacje dwuargumentowa < spelniajace tylko aksjomaty
2, 3, 4. Taka relacje nazywamy relacja czesciowego porzadku.

Sprobujmy powtérzyé definicje (*) dla zbioru T z czgsciowym porzadkiem. Okazuje
sig, ze definicja taka nie bedzie poprawna. Najlepiej wyjasni to nastepujacy przyklad:
1

Niech T = [0, 1). Podzielmy ten przedzial na dwie czgéci T, = [0, 5

i T = l%, l). Punkty przedzialow T, i T, sa uporzadkowane w sposdb

naturalny, natomiast uznajmy, ze zaden punkt przedzialu T, nie jest
poréwnywalny z zadnym punktem przedzialu 7, i na odwrét. Oznaczmy taka
relacje przez <. Oczywiscie zbior (T; <) jest czgsciowo uporzadkowany. Ale
biorgc np. funkcje f(t) = t stwierdzamy, Ze zgodnie z definicja (*¥) mamy

lim f(t) = 1 ale takze lim f(t) = 1.
(T, <) 2 (T, <)

Struktura czesciowego porzadku nie zapewnia wigc nam jednoznacznosci granicy,
potrzebny jest jakis warunek dodatkowy. Mozna tego dokona¢ zadajac:

5) dla kazdego x, y € T istniecje takie ze T, Ze x <z 1 y € z.
Zbiér (T, <) z czgéciowym porzadkiem < spelniajacym aksjomat (5) nazywamy
zbiorem skierowanym i (o czym moze si¢ Czytelnik z latwoscig przekonac) w tym
przypadku granica lim f{(t) jest wyznaczona jednoznacznie.

(T, <)
Reasumujac:

Definicje (*) mozna stosowaé w przypadku, gdy (T, <) jest zbiorem skierowanym.
Przykiady:

I) Niech T bgdzie zbiorem par liczb naturalnych, tj. T = N xN. Relacj¢
czgsciowego porzadku w T zdefiniujemy w nastgpujacy sposob

(m,,n) < (my,m)<=>m <m, i n <n,.

Oczywiscie (T, <) jest zbiorem skierowanym. Funkcje f/:N x N — R to inaczej

mowiac ciggi podwdjne @y, ., m,n = 1,2, .... Od razu stwierdzamy, ze
a= lima,,,,,.ﬁ/\ \/ /\m? Mo I 12 Ny =>|ay,a—al < e.
(T, =) e>0 (my, no) (m, n)

W ten sposdb definiujemy zbieznos¢ ciggéw podwojnych (am,a)m.a=1-
W zbiorze T = N x N mozliwy jest teZz inny czgsciowy porzadek, a mianowicie

. my+n
(my,ny) S (my,ny))<>my =ny i my 2 1—21

(T, <,) jest takze zbiorem skierowanym oraz

a= lim a,,< /\ \/ /\n > ny = la,.—al < e.
(T, =) >0 g n

Zatem w tym przypadku ,,zbiezno$¢” ciagu podwojnego (@, .)m. n— 0znacza
po prostu zwykia zbieznos¢ ciagu przekatniowego (a,, )i, .

Widac¢ dalej, ze jezeli ciag podwojny (@m,n)m,n=1 jest zbiezny w sensie (T, <),
to jest zbiezny w sensie (7T, <,) oraz obie granice sg rowne

lim a,,, = lim a,,,.
. (7, <) (T, =y)
Twierdzenie odwrotne jest falszywe. Swiadczy o tym nastgpujacy przykiad:
0 dlan<m

Niech mn =W =1)" dla n > m.

man = 1525 =

Oczywiscie lim a,,, = 0. za$ lim a,,, nie istnieje (dlaczego?).

(T,=<1) (T. <)
Z powyzszego przykladu wynika, Ze na tym samym zbiorze T moZna otrzymac
rozne rodzaje zbieznosei réznie go ,kierujac”. Podstawowe znaczenie ma
w zwiazku z tym pytanie: kiedy takie dwa porzadki skierowane wyznaczaja t¢ sama
zbieznos¢? OdpowiedZ na to pytanie wykracza poza ramy tego artykulu.
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Jedeli dwa hetmany stojy w tym samym rzedzie
poziomym albo pionowym, to nie moze w nim
stac trzect hetman, Jezeli dwa hermany stoja
na tej semej linii ukosne|, o w Zadnym

z caterech odpowiadajgoyveh reeddw nie moze
byé treecieeo hetmana, Rzedow jest 16, wige
hetmanow spelmiajgovch warunk) zadanin
moze byé co najwyzej 16/3 puar, cayli 10,
Przyvkladowe ustawienie: oS, b2, c§, di, d3,
eb, eB, f4, g5, ha.

II) Oznaczmy przez £, rodzing wszystkich podzbioréw skonczonych ztozonych
z liczb naturalnych:

2, = {4 = N; A jest zbiorem skonficzonym }.

Bedziemy tez rozpatrywac zbiér £2, wszystkich przedziatéw catkowitoliczbowych
[1:2, 35 oot 1

Ql = {‘d ——'A,,CN;A,‘ = [Iln]ln = l’2n "'}1

gdzie [1,n] = {keN;1<k<n},n=1,2,...

Oczywiscie zbiory £2, i £2, sa zbiorami czesciowo uporzadkowanymi przez
relacje zawierania = . Sg takZe zbiorami skierowanymi.

Niech (a,)>, bedzie ustalonym ciggiem liczbowym. Dla kazdego 4 € 2, lub
A" € 2, oznaczmy

fia) = Za, (jest to suma skoriczona).
e

Okreslilismy wiec funkcje f: 82, - R 1 f: 2, - R.
Postawmy pytanie: kiedy istnieja granice nogolnione

lim f(4); lim f(4").

(R, <) @y, <)
n
Rozpatrzmy najpierw zbior Q,. Jezeli A’ = 4, to f(4;) = . a;, a wigc f(4})
im]

)
jest n-ta suma czegsciowa szeregu (Z a,,} i odpowiedz brzmi nastgpujaco:
n=1

o
Granica lim f(A’) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy szereg (> a.,) jest zbieiny
n=1

(2, =)

ol
i wowezas lim f(4') = . a,.
@y, <) n=1

Dla £, mamy
a=lim e /\ \/ /\docd=|fd)-a <.
(0, <) e8>0 do Qg Aefdg

A, jest zbiorem skonczonym. Oznaczmy przez n, najwigksza liczbe naturalng
nalezaca do 4,. Wéwczas dla kazdego n > n, mamy 4, o 4,.
A wigc otrzymalismy, Ze

1) lim f(A4") istnieje,
(2, <)

2) a= f_‘, a,.
n=1
) (_1)n+1

Wezmy teraz pod uwage szereg zbiezny o wyrazach a, = S e
Oczywiscie w tym przypadku

- — 1)+l
lim f(4") = Z% = In2.

n=1

(1. )

Przypusémy, ze istnieje granica lim f{(4). Musi by¢ ona réwna In2.
(20,) :

Istnieje wigc takie 4, € o, Ze dla kazdego 4 o 4,

|f(4)=In2| < 1 lub |f(4)| < 1+In2.
Niech

w =AU 2no+1;2(ne+1)+1; ... 2(ng+n)+1},

oczywiscie 4, o 4,, wige |f(4)| < 1+In2.
Ale

3 1
18 = 4O+ D s

10



Zatem dla kaZzdego n = 1, 2, ... mielibySmy

n
1
;W < 1+1In2+[f(4,)],

a to jest niemozliwe, czyli lim f(A) nie istnieje!
(90. C)
Mozna wykaza¢ i nie jest to trudne, Ze

lim f(4) istnieje = i]a,l < +00.

(2o, =) e

OtrzymaliSmy w ten sposob bardzo ciekawa charakteryzacje szeregow bezwzglednie
zbieznych.
Modyfikujac nieco metode zastosowana powyzej Czytelnik z fatwoscig udowodni

powyzsze twierdzenie, tym bardziej Ze Autor na zakonczenie podpowie mu
nastepujgcy fakt:

Niech (Z a,.) bedzie szeregiem liczbowym. Oznaczmy
n=]

A" ={nia,=20}, 4" ={n:a,<0}.

Wowczas (Z a,.) jest zbiezny, ale nie bezwzglednie wtedy i tylko wtedy, gdy
r=1

Vs - g

Zadania, ktérych nie umiemy rozwigzac (lI)

Przypominamy, ze w tym kaciku zamieszczamy zadania z geometrii, ktorych nie umiemy rozwiazaé,
oraz nadestane przez CzytelnikOw rozwiazania. Zamieszczamy takze nadsylane przez
Czytelnikow zadania z geometrii, ktérych Czytelnicy nasi nie umieja rozwiaza¢, o ile i my nie
umiemy sobie z nimi poradzi¢.

Proponowanego dzisiaj zadania nie tylko nie umiemy rozwigza¢, ale nawet nie umiemy
dokladnie sprecyzowac.

Weimy na poczatek dowolny, ostrokatny trojkat A4 ABC. Niech a, b, ¢ beda symetralnymi jego
bokéw, a punkty A;, B;, C; srodkami tych bokéw (rys. 1). Wtedy proste a, b, ¢ sa wysokosciami
w trojkacie 4 4, B, C,. Jest to wystarczajaco oczywiste, by nie przytacza¢ tu dowodu. Niech punkty
Az, B;, C; beda spodkami wysokosci w trojkacie A 4, B, C;. Wtedy z kolei proste @, b, ¢ sa
dwusiecznymi katow wewngirznych w trojkacie A A; B, C, (rys. 2). Nietrudny dowod tego
faktu opiera si¢ na tym, ze na kazdym z czworokatow C, 4, C, A, i C, B, C; B, mozna opisac
okrag. W podobny sposéb tworzymy trojkaty A 4,B,C, dla n = 3, ... (rys. 3). I tu chcieliémy
postawi¢ to niezbyt precyzyjne pytanie: czy mozna co$ ciekawego powiedzie¢ o roli prostych

a, b, ¢ w trojkatach 4 A,B,C,? Niekoniecznie zreszta wszystkich. Czekamy na propozycje.

PROOF

Rys. 2 Rys. 3



