Liczba rzeczywista jako granica ciggu liczb wymiernych

Wiadomo, ze kazda liczba rzeczywista jest granica ciggu liczb wymiernych. Udowodnimy to
twierdzenie. =

Moina skonstruowa¢ ciag liczb wymiernych zbiezny do liczby p/z , na przykiad tak:

Niech a bedzie dowolna liczba wymierna wieksza od 2.

Przyjmijmy, Ze a jest pierwszym wyrazem ciggu.
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Rozwazmy Iic'.ibq . Widag¢, ze jest to liczba wymierna, Pokazemy, ze

a*+2

V2 < <a : 4]

g a*+2 i i

i liczbg “a uznamy za drugi wyraz ciggu.

Przeksztalcajac nierownosci (1) w sposob rébwnowazny otrzymujemy

1° a*=2ayY2+2 > 0, (a—¥2)* > 0, a # /2 — prawda,

2°. a®+2 < 24%, @* > 2, a > /2 — prawda. :

Zatem nierdwnosci (1) zostaly udowodnione. Z nieréwnosci tych widac¢, ze majac liczbe wymierng

a > V2 mozemy otrzymac liczbe wymierna lezaca pomiedzy liczba |/2 i liczba a w sposob
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Otrzymujemy ciag nieskoficzony liczb wymiernych. Ciag ten mozemy zdefiniowac tak:
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a =a, nyy = dlan=1,2,..

Z uwagi na to, Ze ciag ten jest malejgcy i ograniczony z dotu (przez ]/ 2), wiec jest zbiezny.
Oznaczmy granice tego ciggu przez g. Mamy
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Skoro lim @, = g, wigc lim a,., = g. Zatem z rownosci (2) otrzymujemy:
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Mozna wskazaé inny ciag liczb wymiernych zbiezny do ]/ 2. Np.
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gdzie a jest dowolng liczba wymierna taka, 7¢ 0 < a < /2.

Dowod, ze cigg ten jest zbiezny do ]/f, przebiega analogicznie jak w przykladzie ciggu
poprzedniego.

Malo to jednak cieszy, bo nie wida¢ jak mozna by stosowa¢ takg metodg do dowolnej liczby
niewymiernej np. 7. Trzeba wigc poszuka¢ innej metody.

W tym celu wezmy pod uwage funkcje [x] przyporzadkowujaca dowolnej liczbie x najwigksza
z liczb calkowitych nie wigkszych od x. Latwo dostrzec, ze dla dowolnej liczby x jest:

x—1 < [x] < x.
Biorgc jako x liczbe nux, gdzie o jest dowolng liczbe rzeczywista otrzymujemy

ne—1 < [nx] < nx,

1
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Stad na podstawie twierdzenia o trzech ciagach mamy lim = = .
n—o0

A wiec do dowolnej liczby rzeczywistej o zbiezny jest ciag liczb wymiernych o wyrazie ogolnym
[na]
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