
Liczba rzeczy\Vista jako grallica dag iczb lUYTPlernyc

Wiadomo, ze kazda liczba rzeczywista jest granica ciagu liczb wymiernych. Udowodnimy to
twierdzenie.

Mozna skonstruowac ciag liczb wymiernych zbiezny do liczby yf, na przyklad tak:
Niech o bedzie dowolna liczba wymierna wieksza od y':t
Przyjmijmy, zeo jest pierwszym wyrazem ciagu.
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Rozwazmy liczbe --~. Widac, ze jest to liczba wymierna. Pokazemy, ze
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02.f 2
i liczbe -- uznamy za drugi wyraz ciagu.
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Przeksztalcajac nierównosci(1) w sposób równowazny otrzymujemy

l°. 02-2ay'f+2 > O, (o-y'zY > 0,0=1 y'f-prawda,
2°. 02+2 < 2a2, 02> 2, o > y'f - prawda.
Zatem nierównosci (l) zostaly udowodnione. Z nierównosci tych widac, ze majac liczbe wymierna

. o > y'f mozemy otrzymac liczbe wymierna lezaca pomiedzy liczba y'f i liczbao w sposób
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nastepujacy: ----. Majac zas liczbe wymierna --- mozemy otrzymac liczbe wymierna2a 20
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I .. d I' b .r2· I' b 02 + 2 . b . 2a . dezaca pomle zy ICZaJ' lICZ a --- W sposo nastepuJacy: .•. ~ . It .
2a,

OtrzYmujemy ciag nieskonczony liczb wymiernych. Ciag ten mozemy zdefiniowac tak:
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0'+1 - 2a.
dla n = 1,2, ...

Z uwagi na to, ze ciag ten jest malejacy i ograniczony z dolu (przezy'I), wiec jest zbiezny.
Oznaczmy granice tego ciagu przezg. Mamy
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hm On+! = hm ---
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Skoro lim o.= g, wiec lim 0n+ l = g. Zatem z równosci (2) otrzymujemy:
n-+ 00 . n-+ 00

g2+2
g = --, skad g = y'f.
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Mozna wskazac inny ciag liczb wymiernych zbiezny doVT.Np.

(2)

dla n = 1,2, ... ,

gdzie o jest dowolna liczba wymierna taka, zeO < o < y'I.
Dowód, ze ciag ten jest zbiezny doy'I, przebiega analogicznie jak w przykladzie ciagu
poprzedniego.
Malo to jednak cieszy, bo nie widac jak mozna by stosowac taka metode do dowolnej liczby
niewymiernej np.n. Trzeba wiec poszukac innej metody. '"
W tym celu wezmy pod uwage fun~cje[x] przyporzadkowujaca dowolnej liczbiex najwieksza
z liczb calkowitych nie wiekszych odx. Latwo dostrZec, ze dla dowolnej liczbyx jest:

x-l < [x]~x.

Biorac jako x liczbe nlX, gdzie IX jest dowolna liczbe rzeczywista otrzymujemy

nlX -l < [nlX] ~ nlX,

l [nlX]
IX-- < --- ~ IX.

n n

S d d .. d' h' h I' [nlX]ta na po stawIe tWler zema o trzec clagac mamy Im --= IX.

n-+oo n

A wiec do dowolnej liczby rzeczywistejIX zbiezny jest ciag liczb wymiernych o wyrazie ogólnym
[nlX]
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