Skrét re gulaminu Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n+ 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w nr. n+4, Mozna nadsyla¢ rozwiazania trzech, dwéch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesige lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez

suma ocen za rozwigzania danego zadania

4— — — —_—

liczba osdb, ktére nadeslaly choé_je_d;o rozwiazénie z numeru

i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkiow (w dowolnym czasie) zostaje
on czionkiem Klubu, a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czionkostwo — to tytut Weterana.

Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja,

Szczegolowy regulamin zostal wydrukowany w nr. 9/1981.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego
i Redakcji ,,Delty” Zadania nr 13, 14, 15

Termin nadsylania rozwigzan: 31. 5.1982 r.
13. Dla jakich wartosci @ > 1 ciag a, a°, a**, a®*". ., jest zbiezny?
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA 14. Wyprowadzi¢ wzor wyrazajacy pole trojkata przez diugosci jego trzech wysokosci.

15. Samochodem przez pustynig¢. Samochéd moze zabrac tylko jedna barylke paliwa, co
wystarcza na przejechanie potowy drogi przez pustyni¢. Jaka jest minimalna iloé¢ paliwa
wystarczajaca do przebycia calej drogi? Zakladamy, Ze mozna po drodze odlewaé (i magazynowac,

® ' a potem w stosownej chwili zabiera¢) dowolng ilo$¢ paliwa.
1= 4 4 Klub 44

1. Sprowadzmy skladniki rozwazanej sumy do wspdlnego mianownika:

1+ 1 i 1 Li+ L+ ... + L, :
25 Ny M M’
Rozwiazam’a zadan 1’ 2’ 3  gdzie M jest najmniejsza wspbing wielokrotnoscia liczb 1, 2, ..., n. Niech k bedzie taka liczba
naturalng, ze 2* < n < 2*+%, Sposrad liczb j = 1, 2, ..., n tylko jedna (mianowicie j = 2¥) dzieli
z numeru 9/1981 - e Yhen Jodna iminnqwice /=% )
si¢ przez 2%, wobec czego wszystkie liczniki L; o numerach j # 2% sg liczbami parzystymi.
Natomiast licznik L« jest liczba nieparzystg. Zalem liczba L = Z L, jest nieparzysta i iloraz
L /M nie moze by¢ liczba catkowita.

2. Podane zdanie nie jest prawdziwe. Kontrprzyktad: niech PORS bedzie kwadratem o boku
PQ lezacym na odcinku 4B, przy czym AP = PQ = QB, iniech Z = {P, Q, R, §}. Wowczas
najkrotszg droga od A4 do B jest tamana APSRQB, natomiast droga ,,najmniej kreta” (w sensie
okreslonym w zadaniu) jest lamana ASRPQB.

3. Objetos¢ rozpatrywanej bryly obrotowej wyraza sie wzorem: (*) ¥ = 2arS, gdzie S jest
polem obracanego trojkata, a r — odlegloscia jego srodka cigzkosci od osi obrotu. Jest to znana
regufa Guldina — stuszna nie tyiko wiedy, gdy obracana figura jest trojkatem — ale dla
trojkata dowodzi sie ja latwo, zauwazajac, ze badana bryla jest roznica stozka scigtego i dwoch
stozkow zwyklych. Przy ustalonym ksztalcie trojkata objetosc (*) jest wiec najwigksza, gdy of
obrotu przechodzi przez wierzcholek lezacy najdalej od srodka cigzkosci i jest prostopadia do
srodkowej wychodzacej z tego wierzchotka. Niech wigc ABC bedzie dowolnym tréjkatem

o obwodzie 1; zalézmy, ze CD jest jego najdluzsza $rodkowa i obierzmy jako os obrotu,
zgodnie z poprzednia uwaga, taka prosta /, ze C€l.L CD. Pokazemy, ze je§li AC # BC, to mozna
znaleZ¢ trojkat rownoramienny o obwodzie 1 o wierzchotku w punkcie C, dia ktérego

wielkosé (*) jest wigksza, niz dla trojkata ABC.

Oznaczmy przez A’ i B’ punkty okreélone przez warunki: A4'||CD||BB’, A’'D1 CD1 B'D
(rysunek). Pola trojkatow ABC i A’B'C sa rowne, za$ obwod trojkata A'B'C jest mniejszy od 1,
bowiem A'B’ < AB oraz A'C+ B'C < AC+ BC (co najlatwiej zauwazy¢ uzupelniajac trojkat
ABC do rownolegloboku BCAE, o obwodzie wigckszym od obwodu rombu B'CA’E). Oddalajac
teraz punkty A’ i B’ od prostej [ o stosowny odcinek dostaniemy tréjkat rownoramienny

o obwodzie 1, a czynniki r i S we wzorze (*) zwieksza sie przy tej operacji.

Zatem w rozwigzaniu zadania wystarczy ograniczy¢ uwage do sytuacji, gdy obracany trojkat
Jjest réwnoramienny, a jego o symetrii jest prostopadla do osi obrotu. Oznaczmy przez

x polowg dlugosci podstawy, a przez h — wysoko$¢. Obwod ma byé réowny 1, wige
2x+2)x2+h* = 1, skad h = J/1—4x/2. Czynniki we wzorze (*) réwne sa odpowiednio

r = 2h/3, S = xh, co po krétkich rachunkach daje ¥ = zx(l —4x)/3. Otrzymana funkcja
kwadratowa przyjmuje maksimum V.. = 7/48 dla x = 1/8, czyli wtedy, gdy obracany tréjkat
ma boki dlugosci 2/8, 3/8, 3/8. -




