Jednym z bardziej zaskakujacych rezultatow w mechanice
klasycznej jest twierdzenie o powrocie sformutowane w XIX w.
przez wybitnego matematyka, fizyka i filozofa francuskiego
Henri Poincarégo.
Dla przejrzystego sformulowania tego twierdzenia, jak tez i dla

- jego dowodu, konieczne jest przypomnienie kilku wlasnosci ruchu
w przestrzeni fazowej (Delta 1/1981).
Rozwazmy ukiad czastek dzialajgcych na siebie catkowicie
dowolnymi sitami. Jesli uktad ten ma f stopni swobody, to
podanie f wartosci wspolrzednych x,, ..., xy i f odpowiadajacych
im pedow p,, ..., pr daje kompletna informacje o jego stanie.
Nasuwa to my$l, zeby zmiany stanu ukfadu w czasie rozwazac
w 2f wymiarowej przestrzeni euklidesowej.
Przestrzen bedgca zbiorem punktow y = (X1, ..., Xp, P1y ooos Pr)s
nazywana jest przez fizykow przestrzeniq fazowq. Kazdemu
mozliwemu stanowi ukladu odpowiada dokladnie jeden punkt
przestrzeni fazowej, a zmianom tego stanu w czasie przesuwanie
si¢ po krzywej y(f) wyznaczonej przez 2/ réwnan ruchu. Krzywa
ta zwana trajektorig ukladu lezy na hiperpowierzchni wyznaczonej
przez rozdzielajgce stale ruchu, takie jak catkowita energia
uktadu, catkowity ped (tylko dla ukladow izolowanych) lub
calkowity moment pedu (dla ukladow o symstrii obrotowej).
Ksztalt trajektorii zalezy oczywiscie od punktu startu (stanu
poczatkowego) na hiperpowierzchni, jednak zadne dwie
trajektorie (rozne stany poczatkowe) nie moga si¢ przecinac,
poniewaz przy zadanych warunkach poczatkowych rownania
ruchu maja tylko jedno rozwiazanie.
Mozemy wigc wyobraza¢ sobie kazda trajektorig jako linig pradu
fikcyjnej cieczy wypelniajacej przestrzen fazowa. Przeplyw cieczy
odpowiada ruchowi ukladu, a jej podstawowa cecha to
niescisliwos¢. Fakt ten stanowi tres¢ twierdzenia Liouville’a —
w przestrzeni fazowej objetosé zachowuje si¢ w czasie ruchu ukladu.
Twierdzenie to, rownowazne rownaniom ruchu, jest chyba
najprostszym sposobem opisu ruchu ukiadu wielu czastek.
Niech £2 oznacza dostepna przestrzen fazowa, tj. hiperpowierzchnig
stalych ruchu odpowiadajgca zespolowi tych stalych wyznaczonych
przez dane poczatkowe. Rozwazmy pewien zbior 2, < Q
o objetoéci #(£2,). Kazdy punkt ¥ zbioru £, mozna przyja¢ za
stan poczatkowy ukladu, Wtedy £2, bedzie obszarem zlozonym
ze wszystkich punktow yp(t). Twierdzenie Liouville’a orzeka, ze

8(820) = H(£2).

Mozemy teraz przystapi¢ do sformulowania rwierdzenia
o powrocie, Jedynym istotnym zalozeniem tego twierdzenia jest
zadanie, by dost¢pna przestrzen fazowa ukladu miata skorczona
objetosé. Do spenienia tego zaloZenia wystarczy na przyklad
ograniczenie si¢ do hiperpowierzchni stalej energii (uklad
izolowany).

Niech teraz 95 bedzie punktem poczatkowym

trajektorii ¢(r). Wtedy dla dowolnego ¢ > 0 istnigje czas 7,
po ktorym punkt () znajdzie si¢ powtornie w poblizu g

w odleglosci mniejszej niz e. Twierdzenie to jest spelnione dla
wszystkich punktow poczatkowych poza zbiorem o zerowej
objetoscei.

Mowiac mniej precyzyjnie, o ile nie mamy pecha i nie wybierzemy
zle punktu startowego, to trajektoria po pewnym skoficzonym
czasie powroci dowolnie blisko punktu startowego.

Dla dowodu rozwazmy podzbior A4 dostepnej przestrzeni fazowej.
Niech objetos¢ tego podzbioru bedzie wieksza od zera a jego
$rednica mniejsza od . Pokazemy, ze objgtos¢ zbioru B tych
punktow A, ktore nigdy nie powracaja do A4, jest rOwna zeru.

Z definicji zbioru B wynika, ze musi istnie¢ czas 7, po ktorym
zbior B catkowicie ,,oderwie sie” od zbioru 4, tj. Br N 4 = O.
Przyjrzyjmy sig teraz historii zbioru B w chwilach 0, =, 27, ... Nt.
Wszystkie zbiory Byr, n = 0,1, 2, ..., N sa roziaczne.

Zatozmy, ze tak nie jest i

% € Bnr O Bmy, gdzie n > m.

Jesli teraz cofniemy sig¢ wzdluz trajektorii, do ktérej nalezy punkt
7 o m krokow wstecz w czasie, to z jednej strony powrocimy do
zbioru B < A a z drugiej do zbioru B(n—m)r. Poniewaz jednak
trajektorie nie moga si¢ przecina¢, punkt, do ktérego w ten
spos6b dojdziemy bedzie punktem wspolnym zbiorow A i Bin—myr,
co przeczy definicji zbioru B.

Mamy wiec N rozlacznych zbioréw By: o tej samej objetosci.
Gdyby objetos¢ ta byla wieksza od zera, to ich caltkowita objetosc
przekroczytaby dla pewnego N objetos¢ dostgpnej przestrzeni
fazowej. Objetos¢ zbioru B musi wigc by¢ rowna zeru.
Twierdzenie Poincarégo jest Zrodlem jednego z najistotniejszych
paradoksow fizyki — paradoksu Zermelo. Termodynamika
traktuje wszystkie rzeczywiste procesy jako procesy nieodwracalne,
czego wyrazem jest zasada wzrostu entropii. Tymczasem zgodnie
z twierdzeniem Poincarégo moze si¢ zdarzy¢, ze gaz poczatkowo
wypelniajacy polowg naczynia, po rozprezeniu, z powrotem skupit
si¢ w tej samej polowie.

Paradoks ten rozwigzano w fizyce statystycznej przez dopuszczenie
mozliwosci samorzutnego przejécia ukiadu ze stanu rownowagi
do stanu nieréwnowagi z jednoczesnym zmniejszeniem sig¢ entropii
ukladu, Im wigksza jest jednak taka fluktuacja, tym mniejsze jest
prawdopodobienistwo jej wystapienia. Jezeli $redni czas, jaki
uplywa migdzy kolejnymi identycznymi fluktuacjami (czas
powrotu), jest duzo wigkszy od czasu obserwacji uktadu, to

(na ogdh) nie zdazy on powroci¢ do poczatkowego stanu
nieréwnowagi i proces bedzie mial (na ogoél) charakter
nieodwracalny.

Okazuje sig, ze czas powrotu dla ukladu N czastek jest rowny

w przyblizeniu iloczynowi eM i czasu charakterystycznego ukiadu,
co w przypadku jednego mola gazu daje niewyobrazalnie diugi
czas e10"? - 107235 — duzo, duzo dluzszy od czasu zycia
Wszechswiata.



