
Twierdzeme opmHO('le

Jednym z bardziej zaskakujacych rezultatów w mechanice
klasycznej jest twierdzenie o powrocie sformulowane w XIX w.
przez wybitnego m'ltematyka, fizyka i filozofa francuskiego
Henri Poincan:\go.
Dla przejrzystego sformulowania tego twierdzenia, jak tez i dla

. jego 'dowodu, konieczne jest przypomnienie kilku wlasnosci ruchu
w przestrzeni fazowej (Delta 1/1981).
Rozwazmy uklad czastek dzialajacych na siebie calkowicie
dowolnymi silami. Jesli uklad tenm'lfstopni swobody, to
podanie f wartosci wspólrzednychx l , ..•, Xr i f odpowiadajacych
im pedów p l, ..•,Pr daje kompletna informacje o jego stanie.
Nasuwa to mysl, zeby zmiany stanu ukladu w czasie rozwazac
w 2fwymiarowej przestrzeni euklidesowej.
Przestrzen bedaca zbiorem punktówy = (Xl' ... , Xr, PI, ... , Pr),

nazywana jest przez fizykówprzestrzenia fazowa.Kazdemu
mozliwemu stanowi ukladu odpowiada dokladnie jeden punkt
przestrzeni fazowej, a zmianom tego stanu w czasie przesuwanie
sie po krzywej y(t) wyznaczonej przez 2frównan ruchu. Krzywa
ta zwana trajektoria ukladll lezy na hiperpowierzchni wyznaczonej
przez rozdzielajace stale ruchu, takie jak calkowita energia
ukladu, calkowity ped (tylko dla ukladów izolowanych) lub
calkowity moment pedu (dla ukladów o sym~trii obrotowej).
Ksztalt trajektorii zalezy oczywiscie od punktu startu (stanu

poczatkowego) na hiperpowierzchni, jednak zadne dwie
trajektorie (rózne stany poczatkowe) nie moga sie przecinac,
poniewaz przy zadanych warunkach poczatkowych równania
ruchu maja tylko jedno rozwiazanie.
Mozemy wiec wyobrazac sobie kazda trajektorie jako linie pradu
fikcyjnej cieczy wypelniajacej przestrzen fazowa. Przeplyw cieczy
odpowiada ruchowi ukladu, a jej podstawowa cecha to
niescisliwosc. Fakt ten stanowi treSCtwierdzenia Liouville'a -

w przestrzeni fazowej objetosc zachowuje sie w czasie ruchu ukladu.
Twierdzenie to, równowazne równaniom ruchu, jest chyba
najprostszym sposobem opisu ruchu ukladu wielu czastek.
Niech n oznacza dostepna przestrzen fazowa, tj. hiperpowierzchnie
stalych ruchu odpowiadajaca zespolowi tych stalych wyznaczonych
przez dane poczatkowe. Rozwazmy pewien zbiórno c Q
o objetosci {}(no). Kazdy punkt y zbioru no mozna przyjac za
stan poczatkowy ukladu. Wtedyn,bedzie obszarem zlozonym
ze wszystkich punktówy(t). Twierdzenie Liouville'a orzeka, ze

1>(no)= {}(n,).

Mozemy teraz przystapic do sformulowaniatwierdzenia

o powrocie. Jedynym istotnym zalozeniem tego twierdzenia jest
zadanie, by dostepna przestrzen fazowa ukladu miala skonczona
objetosc. Do spelnienia tego zalozenia wystarczy na przyklad
ograniczenie sie do hiperpowierzchni stalej energii (uklad
izolowany).
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Niech terazYo bedzie punktem poczatkowym
trajektorii y(t). Wtedy dla dowolnego E > O istnieje czasTE,

po którym punkt y(t) znajdzie sie powtórnie w poblizuYo

w odleglosci mniejszej nizE. Twierdzenie to jest spelnione dla
wszystkich punktów poczatkowych poza zbiorem o zerowej
objetosci.

Mówiac mniej precyzyjnie, o ile nie mamy pecha i nie wybierzemy
zle punktu 'startowego, to trajektoria po pewnym skonczonym
czasie powróci dowolnie blisko punktu startowego.
Dla dowodu rozwazmy podzbiórA dostepnej przestrzeni fazowej .
Niech objetosc tego podzbioru bedzie wieksza od zera a jego
srednica mniejsza odE. Pokazemy, ze objetosc zbioruB tych
punktów A, które nigdy nie powracaja doA, jest równa zeru.
Z definicji zbioru B wynika, ze musi istniec czas T, po którym
zbiór B calkowicie "oderwie sie" od zbioruA, tj. BT 11 A = 0.
Przyjrzyjmy sie teraz historii zbioruB w chwilach O, T, 2T, ... NT.

Wszystkie zbiory BnT' n = O, l, 2, ... ,N sa rozlaczne.
Zalózmy, ze tak nie jest i

y E BnT 11 BmT> gdzie n > m.

Jesli teraz cofniemy sie wzdluz trajektorii, do której nalezy punkt

y o m k~oków wstecz w czasie, to z jednej strony powrócimy do
zbioru B c A a z drugiej do zbioru B(n-m)T. Poniewaz jednak
trajektorie nie moga sie przecinac, punkt, do którego w ten
sposób dojdziemy bedzie punktem wspólnym zbiorówA i B(n-m)T'

co przeczy definicji zbioruB.
Mamy wiec N rozlacznych zbiorów BnT o tej samej objetosci.
Gdyby objetosc ta byla wieksza od zera, to ich calkówita objetosc
przekroczylaby dla pewnegoN objetosc dostepnej przestrzeni
fazowej. Objetosc zbioruB musi wiec byc równa zeru.
Twierdzenie Poincarego jest zródlem jednego znajistotniejszych
paradoksów fizyki - paradoksu Zermelo. Termodynamika
traktuje wszystkie rzeczywiste procesy jako procesy nieodwracalne,
czego wyrazem jest zasada wzrostu entropii. Tymczasem zgodnie
z twierdzeniem Poincarego moze sie zdarzyc, ze gaz poczatkowo
wypelniajacy polowe naczynia, po rozprezeniu,2; powrotem skupil
sie w tej samej polowie.
Paradoks ten rozwiazano w fizyce statystycznej przez dopuszczenie
mozliwosci samorzutnego przejscia ukladu ze stanu równowagi
do stanu nierównowagi z jednoczesnym zmniejszeniem sie entropii
ukladu. Im wieksza jest jednak taka fluktuacja, tym mniejsze jest
prawdopodobienstwo jej wystapienia. Jezeli sredni czas, jaki
uplywa miedzy kolejnymi identycznymi fluktuacjami (czas
powrotu), jest duzo wiekszy od czasu obserwacji ukladu, to
(na ogól) nie zdazy on powrócic do poczatkowego stanu
nierównowagi i proces bedzie mial (na ogól) charakter
nieodwracalny.
Okazuje sie, ze czas powrotu dla ukladuN cZastek jest równy
w przyblizeniu iloczynowi eN i czasu charakterystycznego ukladu,
co w przypadku jednego mola gazu daje niewyobrazarnie qlugi

czas e1023• 1O-23s - duzo, duzo dluzszy od czasu zycia
Wszechswiata.


