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Zostala zapoczatkowana przez Dorów(= Starozytni Grecy). I, poniewaz jestesmy ich
kulturowymi i cywilizacyjnymi potomkami, uwazana jest powszechnie za te "zwykla"
i "naturalna". Znamy ja, zanim zaczniemy sie czegokolwiek uczyc - juz w pierwszej klasie
dzieci starannie pisza w zeszytach "takie same" litery jak pani na tablicy, choc przeciez smaruja
obrazek 20 razy mniejszy. A mozliwoscrysowania w skalijest charakterystyczna dla geometrii
euklidesowej i oddala Europejczykom wielkie uslugi w technice i podbojach chocby. Powszechnie
poslugujemy sieprostokatem i wiemy, ze nie ma prostych prostopadlych do nich samych.

Wymienione trzy wlasnosci calkowicie odrózniaja geometrie euklidesowa od innych (uprawianych).
Nie bedziemy sie nad ta geometria rozwodzic, bo sadzimy, ze Czytelnicy ja znaja. Podobnie,
jak 'wiedza, co to sa liczby rzeczywiste i ze w kartezjanskim ukladzie wspólrzednych na
plaszczyznie odleglosc punktów(x, ,X2) i (y, ,Y2) wynosi

V(X,_y,)2+(X2-Y,)2,

zas prostopadlosc wektorów[XI ,X2] i [y, ,Y2] to zaleznosc ta sama, co

GeometTla Bolyal l ObaCle

Pisalismy o niej w Delcie 10/1975. Warto

zajrzec tez do ksiazki Stefana Kulczyckiego
"GeomC'/ria nieeuklil/C'sowa".

Jnne modele sa opi~ane w artykule

"Jak wyglada swiat geometrii
Bolyai~Lobaczewskiego" .

ma'date powstania (ok. 1830) i odkrywców (Janos Bolyai"- 1832, Mikolaj Lobaczewski - 1829),
choc byla uprawiana juz stulecie wczesniej. Wziela sie z rozwazania koniecznosci umieszczenia
w aksjomatyce geometrii euklidesowej tzw. Y postulatu - byla wiec poczatkowo tworem czysto
intelektualnym. Obecnie traktowana jest równorzednie z euklidesowa jako jeden z mozliwych
(i uzywanych przez fizyków i astronomów) sposobów opisu realnej przestrzeni.

Nie dopuszcza istnienia prostokatów, istnieja w niej trójkaty,. na których nie da sie opisac
okregu, trójkaty o odpowiednio równych katach okazuja sie przystajace, z sumy tych katów
mozna obliczyc pole, proste równolegle zblizaja sie asymptotycznie do siebie itd. itp.

Gdyby ktos chcial samodzielnie sie z nia zapoznac np. w przypadku dwuwymiarowym,

polecamy eksperymenty zmodelem Kleina.Jest to obiekt zbudowany na plaszczyznie
euklidesowej i majacy te same wlasnosci, co plas7.czyzna Bolyai - Lobaczewskiego. Punkty
modelu Kleina, to punkty wnetrza euklidesowego kola jednostkowego, proste - to cieciwy tego
kola. Kilka innych pojec okreslimy za pomoca rysunku: proste lezace tak jakk i I - to
równolegle, tak jakk i m - nad równolegle, tak jakk i n (uwaga na zielone linie) - prostopadle.
Dla stwierdzenia, czy wszystko jest jasne, prosze sprawdzic, ze dwie rózne proste maja wspólna
prostopadla wtedy i tylko wtedy, gdy sa nadrównolegle. A takze: dowolny kat ma prosta
zagradzajaca tj. prosta równolegla do obu jego ramion. Gdyby ktos chcial miec jeszcze
odleglosc, niech poszuka w artykule "Geometria na plaszczyznie afinicznej".
Tu podamy tylko jeszcze warunek na to, by wektory[x" X2] i [y., Y2] w zwyklym kartezjanskim
ukladzie wspólrzednych (poczatek ukladu w srodku kola) byly prostopadle:



Pisalismy o niej w Delcie 1/1977 i 2/1977
(autorem tego ostatniego artykulu byl
Albert Einstein). Warto tez zajrzec do
ksiazki H.S.M. Coxetera"WslfP do
geometrii dawnej i nowrj".

dl-"

dt.

Inny (choc ni~ bardzo) model jest opisany
w artykule .Geometria na sferzeH•

Geometria eliptyczna

tez ma date narodzin (ok. 1860) i ojca (Bernhard Riemann) - tym razem bez zadnych
zastrzezen. W tej geometrii kazde dwie rózne proste przecinaja sie w jednym punkcie. Nie ma
wiec ani równoleglych, ani nadrównoleglych. Sa w niej prawdziwe wymienione wyzej wlasnosci
geometrii Bolyai-Lobaczewskiego, w których nie bylo mowy o równoleglych i nadrównoleglych
z jednym wyjatkiem - analogicznie jak w euklidesowej na trójkacie mozna opisac okrag.

Ponadto np. prosta nie rozcina plaszczyzny eliptycznej, a trzy dziela plaszczyzne nie na 7 (jak
w obu wymienionych wyzej) lecz na 4 czesci.

Mozna sobie plaszczyzne eliptyczna wyobrazic, choc nie ma ona naturalnego modelu ani na
plaszczyznie, ani nawet w przestrzeni euklidesowej. Wezmy mianowicie pólsfere w przestrzeni
euklidesowej (mniej wiecej to co widac patrzac na sfere) i niech prostymi beda na niej pólokregi
wielkie. Zeby nasza plaszczyzna eliptyczna nie miala brzegu, "sklejmy" (utozsammy) konce tych
pólokregów (nie da sie tego fizycznie zrobic nie zlepiajac ich w jedno, ale w wyobrazni mozna).

Odleglosc mierzmy wzdluz "prostych" (oczywiscie mniejszy z dwóch odcinków, nawet jesli ten
mniejszy zawiera sklejenie) zwyczajnie, np. nitka. Katy tez bedziemy mierzyc zwyczajnie.
l model gotowy.

Jezeli nasza plaszczyzna eliptyczna powstala ze sfery jednostkowej (majacej srodek w poczatku
zwyklego przestrzennego kartezjanskiego ukladu wspólrzednych), to prostopadlosc wektorów
[XI, X2, X3] i [y" Y2, Y3] bedzie sie wyrazala wzorem

XIYt +X2J'2+X3Y3 = o.

,elln na Mm \\, kieg

Pisalismy o niej w Delcie l2/1979 wlasnie
z okazji szczególnej teorii wzglednosci.

czyli czasoprzestrzen. Tym samym podalismy i date i autora - Hermann Minkowski opracowal
w 1903 r. te teorie dla scislego matematycznego ujecia szczególnej teorii wzglednosci Alberta
Einsteina. Wlasnosci linii prostych w tej geometrii nie róznia sie od euklidesowych. Natomiast
we wszystkich wzorach dotyczacych prostopadlosci, czy odleglosci nalezy przed wspólrzedna

"czasowa" dodac "jednostke urojona" czyliy=T. Dla przykladu wiec na plaszczyznie
Minkowskiego (jeden wymiar geometryczny, jeden "czasowy") odleglosc punktów(x, ,X2)

i (y, • Y2) wyrazi sie wzorem

y' (x, - y.)2 - (X2 - Y2)2

a prostopadlosc wektorów[x" X2], [YI, Y2]

x,y, -X2Y2 = o.

Natychmiast stwierdzamy stad, ze wektor [I, I] jest sam do siebie prostopadly (fachowo:
izotropowy)! Prosta o kierunku izotropowym tez jest tak nazywana. Na rysunku izotropowe
sa wiec prostekin. Proste /1 i /2 sa prostopadle, jak tez prostemI i m2' Ogólnie kazde proste
polozone (euklidesowo) symetrycznie wzgledem prostych izotropowych sa prostopadle (i na
odwrót: kazde prostopadle tak leza). Mimo to na plaszczyznie Minkowskiego istnieja prostokaty.

Jest powszechnie wiadomo, ze pierwsze dwie sposród wymienionych geometrii maja wspólna

b.udzo obfita w twierdzenia czesc zwana geometria absolutna (z dobra dokladnoscia to, co

wynika z pierwszych czterech postulatów Euklidesa). Trzy pierwsze sa ·zebrane razem w artykule
"Geometrie na rozmaitosci". A cztery? Jesli je nieco rozszerzymy i tu znajdzie sie pokazna
czesc wspólna.

Przede wszystkim tytulowa wlasnosc - jednorodnosc. Otóz otoczenia dowolnych punktów
(w kazdej z rozpatrywanych plaszczyzn) niczym sie nie róznia. Po drugie - prostopadlosc
w kazdej z nich wyraza sie przez pierwiastki wielomianu stopnia 2. "Po trzecie" raczej nie
ma - ich (znów tytulowa) popularnosc wynika z wyzej podanych wlasnosci: Fizycy, czy
astronomowie lubia po prostu wyobrazac sobie otaczajacy swiat jednorodnie tak dlugo jak to
sie tylko da zrobic.
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Jest to pierwsza publikacja na ten temat.
Szkoda. ze tak pobiezna.

Tu zdecydowanie nalezy gdzies zajrzec.
Np. do Delty 12/1980.

Geometrie rzutowo-metryczne

Wypada tu najpierw przypomniec (zasugerowac), co to jest przestrzen (w szczególnosci
plaszczyzna) rzutowa. Powstaje ona przez dolaczenie do kazdej prostej euklidesowej nowego
punktu zamykajacego nasze proste w "okregi", przy czym do prostych równoleglych dolaczamy
ten sam punkt. W przypadku plaszczyzny umawiamy sie jeszcze dodatkowo, ze te nowe punkty
tworza (jedna) nowa prosta.

Ktos moze zauwazyc, ze to wlasciwie tak samo, jak w geometrii eliptycznej, i ze ta pólsfera,
to model geometrii rzutowej. Slusznie! Tyle, ze geometria eliptyczna jest bogatsza od rzutowej,
gdyz jest w niej mowa nie tylko o prostych, lecz takze o prostopadlosci, o odleglosci.

Pytanie, czy nie mozna by bylo w geometrii rzutowej tak okreslic prostopadlosci, by na jej
"starych" punktach byla to prostopadlosc euklidesowa? Albo Minkowskiego? Mozna.
Wystarczy zachowac stary wzór na prostopadlosc. Wówczas nowa prosta bedzie prostopadla
do wszystkich innych (do siebie zreszta tez) - bedzieosobliwa.

A w przypadku Bolyai-Lobaczewskiego? Model Kleina lezy na plaszczyznie euklidesowej, ta
z kolei ... No dobrze, a co z prostopadloscia? Jesli bez uprzedzen przyjrzec sie rysunkowemu
przepisowi, to bedzie on dzialal na calej plaszczyznie rzutowej. A co ze wzorem?

Tu znów uwaga na boku - w geometrii rzutowej do wspólrzednych starych punktów dopisuje
sie jeszcze jedna, równa I i za wspólrzedne punktu uwaza sie cala klase trójek proporcjonalnych
do otrzymanej, zas nowe punkty maja te dodatkowa wspólrzedna równa zero. Wzór na
prostopadlosc w geometrii Bolyai-Lobaczewskiego przyjmuje wtedy postac

l tak mozemy uprawiac cztery wymienione geometrie lacznie, jako te, które maja prostopadlosc
wyrazajaca sie przez pierwiastki wielomianu jednorodnego (wzgledem obu wektorów) stopnia 2,
nie redukowalnego do jednomianu. Bo algebra poucza, ze kazdy inny sprowadzimy przez zmiane
ukladu wspólrzednych do jednej z podanych wyzej postaci.

CZY TO NIE SZTUCZNE

Symetria nazwiemy homologie harmoniczna o srodkuA i osi a spelniajacych warunek

AA Eb ~ aJ. b.
b

Okazuje sie, ze nie. Oto przyklad czegos wspólnego dla tak rozszerzonych geometrii. Wezmy pod
uwage punkt A i nie przechodzaca przez niego prostaa. Dla dowolnego punktu P (róznego
od A i nie na a) oznaczmy przezP punkt przeciecia prostejAP z a, oraz przezP' czwarty
harmoniczny doAPP - czyli taki, dla którego da sie narysowac taka figure jak na rysunku
(odleglosci nie odgrywaja roli - wazne jest tylko przecinanie sie prostych). Ciekawe, ze taki

punkt P' jest dokladnie jeden. Homologia harmoniczna o srodkuA i osi a nazywamy
nastepujace przeksztalcenie rp:

rp(P) = {;,
gdy P = A v P E a

gdy P # A 1\ P i a.

l wówczas kazda izometria (w kazdej z czterech, ale rozszerzonych geometrii) jest zlozeniem dwóch
symetrii.
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warto sprawdzic, czy sie wie, o co chodzi. W tym celu proponujemy zastanowienie sie nad dwoma
zadaniami:

l. Wykazac, ze takie symetrie w rozszerzonej plaszczyznie euklidesowej to zwykle symetrie
osiowe, badz srodkowe.

2: Skoro tak, to dlaczego nie umiemy rysowac obrazów symetrycznych sama linijka? A czy
umiemy sama ekierka?
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