Jak wyglada $§wiat geometrii Bolyai-Lobaczewskiego

Wiasciwie dziwne pytanie — wystarczy zajrze¢ do artykutu ,,Najregularniejsze i ..." i zobaczy¢ — geometria Bolyai-Eobaczewskiego to
geometria modelu Kleina, Proste to kawalki euklidesowych prostych — cigciwy kola czyli odcinki otwarte. Ale z odleglo$cia juz trudniej
i wzor (por. artykut ,,Geometria na plaszczyznie afinicznej’””) wcale nie jest ladny. A gdyby kto$ chcial jeszeze mierzy¢ katy!
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Zrobmy wigc tak: weZzmy w trojwymiarowej przestrzeni plaszczyzne
H o réwnaniu z = 0 i w niej kolo K: x*+y* < | — model Kleina
geometrii Bolyai-Lobaczewskiego. Nastepnie wezmy sfere

-8: x24+y*+(z—1)* = 1. § jest styczna do H w punkcie <0, 0, 0>.
Niech S* oznacza dolng polsfere, czyli zbior punktéw z § -
spehniajgcych zaleznosé z < 1. Zrzutujmy prostokgtnie K na S+ —
kazdy uwierzy, ze obraz bedzie tez modelem geometrii
Bolyai-Lobaczewskiego — punkty to punkty §*, a proste to polokregi
prostopadle do brzegu S* (czyli do abselutu). Proste troche si¢
pogiely, ale za to model jest wiernokatny: katy mierzone miedzy
tymi polokregami sa takie, jak migdzy prostymi w geometrii
hiperbolicznej. A moze chcieliby$cie zobaczy¢ tu model na
plaszczyinie? Proszg bardzo — zrzutujemy S* stereograficznie na H
z punktu <0, 0, 2> (bieguna antypodycznego do punktu stycznosci

S i H). Obrazem na H bedzie kolo K" o rownaniu x*+y* < 4,

z = 0; proste to polokregi w K’ prostopadie do brzegu K’ oraz
$rednice K. To tez model wiernokatny — bo rzut stereograficzny
jest przeksztalceniem wiernokatnym. Ten model nazywa si¢ modelem
Poincarégo w kole.

A zeby model byl (euklidesowo) nieograniczony ?

Do tego celu ustawmy plaszczyzneg H' o rownaniu y = —11i
zrzutujmy S* na H'z punktu <0, 1, 1> — antypodycznego do
punktu stycznosci S z H’. Obrazem na H’ bedzie polplaszczyzna

z < 1, y = —1. Proste — to polproste prostopadie do jej brzegu

i polokregi prostopadle do tego brzegu (czyli o srodkach lezacych
na nim). I ten model — model Poincarégo na pdiplaszczyinie — jest
wiernokatny.

Wszystkie dotychczas pokazywane modele byly budowane na pewnych kawatkach plaszczyzny euklidesowej. Czy nie mozna zobaczyé
geometrii Bolyai-Lobaczewskiego na calej plaszczyZnie? WeZmy jeszcze raz model na polsferze S* i zrzutujmy go na H — tym razem

ze srodka sfery czyli punktu <0, 0, 1>. Obrazami pélokregow przechodzacych przez <0, 0, 0> beda na H proste przechodzace przez

<0, 0, 0>. Obrazami innych pélokrggow prostopadiych do brzegu beda galezie hiperbol o srodku w <0, 0, 0. I tak oto dostali$my nastepny
model geometrii Bolyai-E.obaczewskiego — model Ornocha. Proste nie sa wprawdzie zbyt proste a i model nie jest wiernokatny, ale za to
jest na calej plaszczyinie. I dodego jest wiernoodleglosciowy — odleglosci mierzone po prostych tego modelu s3 takie, jak w geometrii

hiperbolicznej.

Model Ornocha moina tez wprost uzyskaé

z modelu Kleina — por. hiperboliczng
metryzacje calej plaszezyzny cuklidesowej
podang w artykule ,,Geometria rozmaitosci’’.

W kazdym z tych modeli mozna zobaczy¢ geometrig Bolyai-Lobaczewskiego i w kazdym z nich mozna jg uprawiaé. Rownowaznie —

skoro sg izomorficzne, a wszak konstruowane rzuty to byly izomorfizmy budowanych modeli. Tyle, ze wspomagaé si¢ przy tym mozemy
roznymi innymi geometriami: w modelu Kleina rzutowa, w modelach Poincarégo — Mobiusa lub euklidesowa. Tak wigc w modelu

Kleina symetrie to pewne homologie, w modelu Poincarégo w kole symetrie to inwersje (i zwykle osiowe), a na sferze to symetrie wzglgdem
okrggow. Moze kto$ ladnie opisze, czym sa symetrie osiowe w modelu Ornocha.



