
Jak wyglada swiat geometrii Bolyai-Lobaczewskiego

Wlasciwie dziwne pytanie - wystarczy zajrzec do artykulu "Naj regularniejsze i ... " i zobaczyc - geometria Bolyai-Lobaczewskiego to
geometria modelu Kleina. Proste to kawalki euklidesowych prostych - cieciwy kola czyli odcinki otwarte. Ale z odlegloscia juz trudniej
i wzór (por. artykul "Geometria na plaszczyznie afinicznej") wcale nie jest ladny. A gdyby ktos chcial jeszcze mierzyc katy!

Zróbmy wiec tak: wezmy w trójwymiarowej przestrzeni plaszczyzne

H o równaniu z= ° i w niej kolo K: x2+ y2 < 1 - model Kleina
geometrii Bolyai-Lobaczewskiego. Nastepnie wezmy sfere
-8: x2+ y2+ (z-1)2 = 1.S jest styczna doH w punkcie <0,0, O).
Niech S+ oznacza dolna pólsfere, czyli zbiór punktów z S
spelniajacych zaleznosc z< 1. Zrzutujmy prostokatnie K na S+ -
kazdy uwierzy, ze obraz bedzie tez modelem geometrii
Bolyai-Lobaczewskiego - punkty to punktyS+, a proste to pólokregi
prostopadle do brzegu S+ (czyli doabsolutu). Proste troche sie
pogiely, ale za to model jest wiernokatny: katy mierzone miedzy
tymi pólokregami sa takie, jak miedzy prostymi w geometrii
hiperbolicznej. A moze chcielibyscie zobaczyc tu model na
plaszczyznie? Prosze bardzo - zrzutujemys+ stereograficznie naH,

z punktu <0, 0, 2) (bieguna antypodycznego do punktu stycznosci
S i H). Obrazem naH bedzie kolo K" o równaniu x2+y2 < 4,
z = O; proste to pólokregi wK' prostopadle do brzeguK' oraz

srednice K'. To tez model wiernokatny - bo rzut stereograficzny

jest przeksztalceniem wiernokatnym. Ten model nazywa siemodelem
Poincarego w kole.

A zeby model byl (euklidesowo) nieograniczony?
Do tego celu ustawmy plaszczyzneH' o równaniu y = -1 i
zrzutujmy S+ naH' z punktu <0, 1, l) - antypodycznego do
punktu stycznosci S zH'. Obrazem naH' bedzie pólplaszczyzna
z < 1, Y = -1. Proste - to pólproste prostopadle do jej brzegu

i pólokregi prostopadle do tego brzegu (czyli o srodkach lezacych
na nim). I ten model - model Poincarigo na pólplaszczyznie- jest
wiernokatny.

Wszystkie dotychczas pokazywane modele byly budowane na pewnych kawalkach plaszczyzny euklidesowej. Czy nie mozna zobaczyc

geometrii Bolyai-Lobaczewskiego na calej plaszczyznie? Wezmy jeszcze raz model na pólsferze S+ i zrzutujmy go naH-tym razem
ze srodka sfery czyli punktu <0,0, l). Obrazami pólokregów przechodzacych nrzez <0,0,O) beda naH proste przechodzace przez
<0,0, O). Obrazami innych pólokregów prostopadlych do brzegu beda galezie hiperbol osrodku w <0,O, O). I tak oto dostalismy nastepny
model geometrii Bolyai-Lobaczewskiego -modelOrnocha. Proste nie sa wprawdzie zbyt proste a i model nie jest wiernokatny, ale za to
jest na calej plaszczyznie. I do·.tego jest wiernoodleglosciowy - odleglosci mierzone po prostych tego modelu sa takie, jak w geometrii
hiperbolicznej ..

Model Ornocha mozna tez wprost u2ySkac
z modelu Kleina - por. hiperboliczna
rnetryzacje calej plaszczyzny euklidesowej
podana w artykule ••Geometria roz.maitosc~n.

W kazdym z tych modeli mozna zobaczyc geometrie Bolyai-Lobaczewskiego i w kazdym z nich mozna ja uprawiac. Równowaznie-

skoro sa izomorficzne, a wszak konstruowane rzuty to byly izomorfizmy budowanych modeli. Tyle, ze wspomagac sie przy tym mozemy
róznymi innymi geometriami: w modelu Kleina rzutowa, w modelach Poincarego - M6biusa lub euklidesowa. Tak wiec w modelu
Kieina symetrie to pewne homologie, w modelu Poincarego w kole symetrie to inwersje (i zwykle osiowe), a na sferze to symetrie wzgledem
okregów. Moze ktos ladnie opisze; czym sa symetrie osiowe w modelu Ornocha.
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