
Geometrie
. ,.

na rozmaltoscl

Krzywizna to, mówiac obrazowo.

odwrotnosc promienia okregu najlepiej

w danym punkcie przylegajacego do

krJ'ywej. Dokladniej mozna o tym przeczytac

np. w Delcie 12/1980 i 1/1981.

Jesli warunek zupelnosci zastapic

warunkiem zwartosci, a wiec domknietosci
i ograniczonosci, to rozmaitosc bedzie

powierzchnia. (por. Delta 1/1981).

Dokladnie o geodezyjnych - Delta 2/1981.

Inny sposób 'okreslenia kr,zywizny Gaussa

mozna znalezc w Ddcie 12/1980.

Warto to skonfrontowac z artykulem
"Geometria na sferze"
i "Najregularniejsze i ...".

Rozmaitoscdwuwymiarowa (tylko o takich bedziemy mówic) okreslimy nastepujaco: jest to
a) przestrzen metryczna (a wiec dowolnym dwu jej punktomp i q jest przyporzadkowana
liczba rzeczywista nieujemnae(pq) tak, ze sa spelnione warunki

e(ab) = o- a = b,

e(ab) = e(ba),

(!(ab)+(!(bc) ;;> e(ac»,

b) lokalnie homeomorficzna z plaszczyzna euklidesowa (a wiec dla dowolnego punktup i dla
malej liczby r zbiór Kp = {a: (!(ap) < r} mozna przeksztalcic na wnetrze kola euklidesowego
w sposób ciagly i to tak, ze przeksztalcenie odwrotne tez bedzie ciagle),
e) spójna (czyli w jednym kawalku).
Rozwazane tu beda tylko rozmaitoscigladkie, przez co rozumiec bedziemy, ze homeomorfizmy,
o których jest mowa w punkcieb, sa ze soba zgodne w tym sensie, ze dla punktów zbioru
K,J1Kq homeomorfizm dlaKp da sie uzyskac z homeomorfizmu dlaKq przez zlozenie z funkcja
dowolna liczbe razy rózniczkowalna. Dzieki temu bedziemy mogli na rozmaitosci mówic
o krzywych (przeciwobrazach krzywych rysowanych kawalkami na kolach euklidesowych)
i o dlugosciach tych krzywych, stycznych do nich, ich krzywiznie itd.
Bedziemy zadali takze, by rozmaitosc bylazupelna, a wiec by spelniala warunek:
jesli ciag (a.) ma wlasnosc Cauchy, tj.

1\ V 1\ n, m > N -+ (!(a.a,.,) < c,
E >0 Ar n, III

to ma granice nalezaca do rozmaitosci.
Na rozmaitosci bedziemy prostymi nazywac geodezyjne, a wiec linie, dla bliskich punktów,
naj krótsze z laczacych te punkty i lezace na rozmaitosci. Jesli rozwazymy wszystkie geodezyjne
przechodzace przez dany punktp, to da sie ustalic wsród ich krzywizn najwieksza i najmniejsza.
Ich iloczyn nazywamy krzywizna Gaussarozmaitosci w punkciep (prosze sprawdzic, ze juz
w mysl tak niedoskonalej definicji mozna stwierdzic, ze np. sfera ma w kazdym punkcie
krzywizne dodatnia, plaszczyzna - zerowa, a siodlo - ujemna).
Zauwazmy jeszcze, ze na tym samym zbiorze mozna okreslic rózne rozmaitosci - mianowicie
róznie okreslajac odleglosc.! tak inna rozmaitosc tworzy plaszczyzna z metryka euklidesowa,
a inna ta sama plaszczyzna z metryka okreslona w taki sposób: bierzemy model Kleina
plaszczyzny Bolyai-Lobaczewskiego i przeksztalcamy go na cala plaszczyzne za pomoca funkcji

I
f«x,y» = (x,y)' 1-lIx2+y2

umawiajac sie, ze odlegloscAB jest równa odlegloscif-l (A)f-l (B) w modelu Kleina.
Ta druga rozmaitosc ma krzywizne ujemna (ustalenie tego jest trudnym, ale wykonalnym
zadaniem), pierwsza zas - zero.
Geometria gladkich i zupelnych rozmaitosci jest nazywanageometria Riemannai stanowi

geometryczne narzedzie ogólnej teorii wzglednosci. Nizej zajmiemy sie tymi jej szczególnymi
przypadkami, które sa jednorodne (otoczenia wszystkich jej punktów sa takie same). Oczywiscie
musza one miec te sama krzywizne w kazdym punkcie. Warunek ten okazuje sie byc równiez
warunkiem wystarczajacym na to, by rozmaitosci byly jednorodne.

Geometrie Riemanna o stalej krzywiznie

Wyzej podalismy przyklad dwóch rozmaitosci okreslonych na tym samym zbiorze. Tutaj podamy

odpowiedz na pytanie, na jakich zbiorach mozQa okreslic rozmaitosc o stalej krzywiznie.
Krzywizna dodatnia. Latwo zauwazyc, ze sa dwie takie rozmaitosci. Mianowiciesfera z naturalna- .. l
metryka iplaszczyzna eliptyczna,ta na pólsferze. Obie maja krzywizne równa -, gdzieR jest

R2

promieniem sfery, czy odpowiednio pólsfery. Ciekawe natomiast, ze kazda inna rozmaitosc
o stalej krzywiznie dodatniej jest równowazna (ma te same wlasnosci), z jedna z wymienionych.
Krzywizna zerowa. Takich jest (z dokladnoscia do równowaznosci)piec. Oczywiscie jedna z nich
jest plaszczyznaz metryka euklidesowa. A oto jak otrzymac pozostale cztery.

&



2 - torus i 3 - torus.3 - walec i 4 - walec.

Pas (nieskonczony) sklejamy wwalec. Oczywiscie po sklejeniu krzywizna jest taka jak przed,
gdyz zadna odleglosc na powierzchni sie nie zmienila, a za pomoca odleglosci da sie ustalic
krzywizne.

Albo taki sam pas sklejamy wewstege Mobiusa.Jesli przyjmiemy umowe, co do odleglosci taka
sama, jak przy przeksztalceniu modelu Kleina na cala plaszczyzne (patrz wyzej), to i tu uzyskamy
krzywizne zero, gdyz odleglosci nie beda zmienione.

~Klejajac z kolei prostokat wtorus lub w butelke Kleina,z analogiczna umowa jak przy wstedze
M6biusa uzyskamy ostatnie dwie rozmaitosci o krzywiznie zerowej.
Krzywizna ujemna. Tu mamy nieskonczenie wiele mozliwosci. Jest wsród nich plaszczyzna
z metryka uzyskana wyzej z modelu Kleina. Pozostale mozliwosci to miedzy innymi wszystkie
/I torusy (dla II > I) i II walce (dla II > 2).

I tu warto zajrzec do DelIi 1/1981.

Geometrie eliptyczna, paraboliczna i hiperboliczna

Inaczej o tym samym - Delta 7/1975.

Jezeli zazadamy od rozmaitosci, aby nie tylko miala stala krzywizne, lecz takze by przez jej
dowolne dwa rózne punkty przechodzila dokladnie jedna prosta(= geodezyjna), wówczas
w kazdej z trzech rozpatrzonych wyzej grup pozostanie po jednej rozmaitosci. Odpowiednie
geometrie nosza wlasnie nazwy stanowiace tytul tego fragmentu. Jak widac geometria
paraboliczna miala juz przed Riemannem nazwe - to geometria euklidesowa. Podobnie
hiperboliczna - to geometria Bolyai-Lobaczewskiego.
Jesli pq;ez defekt trójkata-t1(ABC) - bedziemy rozumieli róznice:n i sumy rozwartosci jego
katów, to w kazdej z wymienionych plaszczyzn mamyt1(ABC) = K· SABC,

gdzie K jest krzywizna Gaussa tej plaszczyzny.
A oto np. wzór sinusów w kazdej z tych geometrii:

sinBC sinCA sinAB
eliptyczna: -.-- = -.-- = -.--

sma smfJ smy
. BC CA AB

paraboliczna:

hiperboliczna:

sina sin fJ siny
sinh BC sinhCA-------

sin ex sinfJ

sinhAB

siny

Geometrodynamika

Wyobrazmy sobie swiat dwuwymiarowy. Wszystko, o czym
powiemy, bedzie mozna latwo uogólnic na przypadek

rzeczywistego swiata trójwymiarowego. Niech wiec swiatem
bedzie na przyklad powierzchnia nieskonczenie rozleglego
plaskiego oceanu. Na oceanie moga jednak rozchodzic sie fale.
Kazdemu rodzajowi fali odpowiada nieeuklidesowa geometria
swiata powierzchniowego. Co wiecej, ksztalt powierzchni
falujacego oceanu, a wiec i wartosc jej krzywizny bedzie w kazdym
punkcie zmieniac sie wraz z uplywem czasu. Geometria swiata
powierzchniowego bedzie wtedy ewoluowac, podobnie jak to
czyni geometria swiata rzeczywistego.
Szczególnym rodzajem ruchu falowego jest rozchodzenie sie fali
plaskiej o' okreslonej czestosci. Slowo rozchodzenie sie jest jednak
w tym przypadku nie bardzo wlasciwe. Kazdy punkt oceanu drga
bowiem zupelnie tak samo i mówienie o tym, co jest wczesniej
a co pózniej, nie ma wiekszego sensu. Trudno na takim

nieskonczenie i wszedzie jednakowo falujacym oceanie mówic
o jakimkolwiek uplywie czasu. Tym bardziej, ze prócz tej
powierzchni nasz swiat nie zawiera riiczego wiecej.
Nieskonczone fale plaskie o okreslonej czestosci graja w fizyce
role szczególna. Przez zlozenie odpowiedniej ich ilosci (zsumowanie
badz scalkowanie) mozemy w wyniku interferencji fal o róznych
czestosciach uzyskac zupelnie dowolny ksztalt powierzchni oceanu
wraz z dowolnymi jego zmianami. W taki tez sposób przez
interferencje fal swietlnych dostajemy promienie swiatla -
podstawe optyki geometrycznej. Podobnie, odpowiednia

interferencja fal materii prowadzi do pojawienia sie torów
czastek elementarnych i przeprowadza nas od swiata mechaniki
kwantowej do mechaniki klasycznej. W obu tych przypadkach
interferencja destruktywna (wygaszanie) wszedzie, z wyjatkiem
bardzo waskiego paska przestrzeni (toru promienia lub czastki),
prowadzi do pojawienia sie nietrywialnego zjawiska rozchodzenia
sie, a w konsekwencji i czasu. Czastka bowiem rozchodzi sie
z okreslona predkoscia (predkoscia owej grupy interferujacych
fal) i gdzies jest najpierw, a gdzie indziej potem. Zupelnie podobnie
moze byc w przypadku geometrii swiata.
Wyobrazmy sobie, ze rózne rodzaje fal plaskich o róznych
czestosciach to mozliwe geometrycznie stany swiata powierzchni
oceanu. W kazdym z nich pojecie czasu nie ma sensu. Swiat
prawdziwy powstaje w wyniku interferencji wielu takich fal i ma

pewna okreslona strukture geometryczna oraz okreslony jej
rozwój w czasie. Szczesliwy traf, który musial kiedys nastapic,
spowodowal, ze interferencja róznych form istnienia swiata stala
sie prawie wszedzie destrukcyjna i od tego momentu liczymy
uplyw czasu i mozemy mówic o czterowymiarowej

czasoprzestrzeni. "Przedtem" czasu nie bylo, a wlasciwie lepiej
powiedziec, ze wszedzie byly wszystkie mozliwe czasy - od
poczatkowego, az do ostatecznego.
Wydaje' sie, ze taki obraz swiata mial na mysli John Archibald
Wheeler proponujac swa geometrodynamike. Niestety idea ta nic
doczekala sie zadnej powazniejszej realizacji.
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