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Powinowactwo osiowe. Na rysunku a) mamy
—l=A=0,nab)zadi> L

Jedli O jest srodkiem Ay (B) i Bp(A), to v jest
przesunieciem.

Metryka o (sposob mierzenia odleglosci)
jest zgodna z dang strukturg liniowa, jeshi
spelnia warunek: punkty A, B, C leiq na
Jednej prostej wiedy | otvlke wiedy, gdy
¢(AB)+ o(BC) = o(AC) lub o(BC)+ o(CA4) =
= Q(BA) lub p(CA)+e(AB) = e(CB).

Plaszczyzna afiniczna z metryka
Minkowskiego nie ma nic (poza autorem)
wspdlnego z opisana w inngj czedei numeru
plaszczvzng Minkowskiego

Odcinki AB i CD maja te sama dlugosé
Minkowskiego (wyznaczona przez obranie

krzywej ¢). Konkretnie ¢ (AB) = ¢.(CD) = 3. "
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Nna pPrasZCZyzZnic daiiniCzne]

PEASZCZYZNA AFINICZNA

Jezeli na ,,zwyczajnej™ plaszczyZnie euklidesowej bedziemy brali pod uwage tylko stosunki
liniowe, to tak okreslona dwuwymiarowa przestrzen bedzie (z definicji) plaszczyzng afiniczng.
Czy warto ja odrozniac od plaszezyzny euklidesowej? Czym sig one roznig? Przede wszystkim
na plaszezyZznie afinicznej jest wigksza ,,swoboda ruchow™: kazde przeksztalcenie
przeprowadzajace proste na proste (czyli afiniczne) nic w tej plaszczyznie nie zmienia (jest
automorfizmem). Wszystkie takie przeksztalcenia mozna otrzymac przez skladanie powinowacrw
osiowych. Sa to przeksztalcenia okre$lone przez podanie prostej (o), kierunku roznego od kierunku
osi i roznej od zera liczby rzeczywistej (stosunek) w nastgpujacy sposob:

Powinowactwo (k, [/], A) jest (jedynym) przeksztatceniem ¢ spetniajacym warunki

— proste przechodza na proste,

— jesli A€k, to p(A) = A,

— jedli 4 ¢ k, to prosta Ap(A4) ma kierunek [/},

— jesli prosta Agp(A) przecina k w punkcie P, to W = 1+ AP.

Latwo zauwazy¢, ze (tw. Talesa) na kazdej prostej przeksztalcenie afiniczne plaszczyzny jest
podobienstwem. Oczywiscie dla roznych prostych skale tego podobienstwa moga by¢ rozne (ale
dla prostych rownoleglych sa takie same — prawda?). W szczegolnosci warto zapamigtac, ze:
Przeksztalcenia afiniczne zachowujq stosunek podzialu odcinka (w szczegdlnosci srodek).
Analitycznie przeksztalcenia afiniczne to dokladnie wszystkie przeksztalcenia postaci

[x = oax+fy+pn
]} = px+oy+r
spelniajace warunek
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Na plaszczyznie afinicznej wielu obiektow nie da si¢ odroznic — np. elipsy od okrggu (bo daja
si¢ afinicznie nalozy¢ — prawda?). Podobnie nie umiemy okresli¢ np. obrotu. Ale mozemy
wyr0zni¢ symetrie Srodkowe i przesunigeia (oczywiscie — jest przeciez zachowany srodek).

PLASZCZYZNY LINIOWOMETRYCZNE

Jezeli na plaszczyznie afinicznej podamy jakis sposob mierzenia odleglosci, zgodny z jej strukturg
liniowa, to otrzymana w ten sposob plaszezyzna bedzie liniowometryczna.

Pytanie o wskazanie wszystkich mozliwych ptaszczyzn liniowometrycznych zostalo rozwigzane

w 1905 roku przez G. Hamela. W mysl tego, co zostalo napisane wyzej stosunki odcinkow jednej
prostej sa w kazdej z mozliwych metryk takie same. Roznych sposobow obrania metryki jest

(jak sie okazalo) nieskornczenie wiele. Tutaj wymienimy dwa sposoby, pochodzace od

H. Minkowskiego i D. Hilberta.

METRYKI MINKOWSKIEGO

Weizmy pod uwage krzywa zamknigta i mocno wypukla, to znaczy nie zawierajaca odcinkow

i lezaca po jednej stronie kazdej prostej majacej z nia (dokladnie) jeden punkt wspolny. Niech
dodatkowo nasza krzywa ¢ ma Srodek symetrii O (wlasnos¢ afiniczna). Odleglos¢ 4 i B na
plaszczyznie okreslimy w nastepujacy sposob:

— przesuwamy B o wektor AO i otrzymujemy punkt B,

— znajdujemy punkt P przecigcia krzywej ¢ z potprosta O8',

— 0.(AB) okreslamy jako stosunek OP do OB'.

Taka metryke nazywamy metrykqg Minkowskiego.

Geometria liniowometryczna z metryka Minkowskiego — LMM — nazywa sig¢ teorig wszystkich
plaszczyzn powstalych w wyzej opisany ‘sposob. Dla roznych krzywych otrzymujemy rozne
plaszczyzny. W geometrii LMM jest jednak (mimo ogodlnosci) duzo twierdzen. Przytoczymy dwa:
Rownoleglobok ma przeciwlegle boki tej samej dlugosci.

Wszystkie okregi sq jednokladne (a wiec jednokladne z krzywa ¢, bo to przeciez okrag
jednostkowy),

Kazdy z Czytelnikow moze sam znajdowa¢ dalsze twierdzenia,

Szczegolny przypadek plaszczyzny LMM, mianowicie gdy krzywa ¢ jest okregiem, to oczywiscie
(zwyczajna) plaszczyzna euklidesowa, Nic wige dziwnego, ze kazde z twierdzen geometrii LMM
jest twierdzeniem geometrii cuklidesowej. Nje jest jednak na odwrot — sa takie plaszezyzny
LMM, ze dla niektorych prostych na nich nie istnigje symetria osiowa (np. gdy krzywa ¢ jest
taka jak na rysunku — proszg sprawdzic). .
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METRYKI HILBERTA

Plaszezyzna afiniczna + metrvka Hilberta nic Znow wezmy pod uwage krzywa zamknietga i mocno wypukla ¢. Nie bedziemy tym razem
mu nic (pozi autorem) wspdlnego ze znana

skadingd preestreenin Hilherna,

Odeinki ABI CD maigl g samy dlugose

Hilhertu (wyrnacsomy pracz obranic krzvwej ¢,

zadali, by miala ona $rodek symetrii, ale tez podana nizej metryla Hilberta nie bedzie okreslona
dla catej plaszczyzny, a tylko dla wnetrza obranej krzywej. Robi sie to tak:

— znajdujemy punkty P i Q przecigcia prostej AB z krzywa ¢,

— znajdujemy iloraz stosunku podzialu odeinka PQ punktem A przez stosunck podziatu
odcinka PQ punktem B,

— 0°(AB) okreslamy jako wartos¢ bezwzgledng logarytmu tego ilorazu.

W ten sposob mozemy zmetryzowaé dowolna mocno wypukla i ograniczong figure na
plaszczyznie afinicznej.

Geometrig liniowometryczng z metryka Hilberta — LMH — nazywa si¢ teorig wszystkich tak
otrzymanych obiektow (plaszczyzn LMH). Plaszczyzn LMH jest wiele i sa bardzo rozne. Kazdy
z Czytelnikow moze sprobowad poszukac twierdzen geometrii LMH. Wszystkie te twierdzenia
beda twierdzeniami geometrii Bolyai-Lobaczewskiego, bo gdy krzywa ¢ jest okregiem, to
plaszczyzna LMH okazuje si¢ (zwyczajna) plaszczyzna Bolyai-Lobaczewskiego.

AB= B'C = BC = AB"= 0B = A'W’
i A"B'C sy wspolliniowe, Stad AB||B8'C,

+0BA = £OCA" i AOBA ~ ANOCA'.

Waobec tego OAA" sa wspalliniowe
OA": 04 =0C: OB = 2,

Errata

. pewnym oloczeniu punktu x, Lo pochodna

SUIMY Sreregu }__, falx) istnieje i jest sumn

KONKURS SYmeLtrogr

Wszyscy znamy prosty przyrzad kreslarski zwany pantografem. Skiada sie on z czterech listewek
pofgezonych przegubowo tak, jak to pokazuje rysunek. Gdy punkt O unieruchomimy,

punkt 4" bedzie w kazdym polozeniu pantografu obrazem punktu A przy pewnej jednokladnosei
(u nas w skali 2) wzgledem punktu O. Zmieniajac polozenie listewek tak, jak to pokazuje
nastepny rysunek, mozemy fatwo uzyskac inne skale jednokiadnosei. Przyrzad nasz umozliwia
wige latwe przerysowywanie danego rysunku w dowolnej skali.

OAA" sg wspolliniowe § OA": 04 = OC. 08 = A'C: B'C.

Pora na zadanie konkursowe: proponujemy Wam, Czytelnicy, zastanowienie sie nad budowa
symetrografu, czyli takiego mechanizmu przegubowego, ktory przy unieruchomieniu jednego lub
wigcej punktdw i przesuwaniu ustalonego punktu po danej figurze rysuje innym punktem jej
obraz przy symetrii wzgledem danej prostej. Przyrzad nie moze zawiera¢ polaczen innych, niz
przegubowe, w szczegolnosci wykluczamy polaczenia suwakowe.

To ostatnie zastrzezenie jest uzasadnione tym, ze o ile dostatecznie precyzyjne polgczenie
przegubowe mozna uzyskaé tgczac listwy zwyklym gwozdziem, o tyle wykonanie suwaka
(prostowodu) jest juz trudnym zadaniem mechanicznym,

Praca konkursowa powinna zawiera¢ projekt symetrografu z dowodem poprawnosci jego
dziatania oraz dziatajacy model urzadzenia. Obie czesci pracy beda oceniane oddzielnie.

Nie proponujemy zadania nierozwigzalnego. Redakcja zna symetrograf skladajacy sie z 18
listewek. Czy mozna go uprosci¢ — to juz zechca nam powiedzie¢ uczestnicy konkursu.
Prace konkursowe oceniac¢ bedzie jury w skladzie

1. dr Jerzy Bednarczuk

2. dr Marek Kordos

3. dr Krzysztof Prazmowski

Termin nadestania prac: | marca 1982 roku.
Za najlepsze prace przyznane beda nagrody. Najlepsza konstrukcje opiszemy w ,,Delcie”,
Zachecamy do wziecia udziatu w konkursie.
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