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Rys. 2. Realizacja procesu stochastycznego.

Pomiedzy zmiennymi losowymi X i Y moze

zachodzic zaleznosc funkcyjna, moze' sie tez

zdarzyc, ze ze zmiana wartosci jednej

zmiennej zmienia sie rozklad

prawdopodobienstwa drugiej. Tego rodzaju
zaleznosc nazywamy stochastyczna. Jezeli

ulega równiez zmianie wartosc przecietna

drugiej zmiennej, to zaleznosc stochastyczna

nazywamy korelacyjna.
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Bardzo istotna role w wielu dziedzinach wspólczesnej techniki i nauki odgrywa zjawisko ruchu
drgajacego. Ograniczajac sie do zjawisk natury mechanicznej wystarczy wymienic takie przyklady
jak: drgania lub wibracje maszyn i ich elementów, drgania samochodów przy ich ruchu
po nierównosciach, drgania powlok samolotowych czy statków morskich. Poza tym drgania sa
nierozlacznie zwiazane z takimi procesami fizycznymi jak: rozchodzenie sie dzwieku w powietrzu,
deformacji w cialach stalych itp.
Potoczne rozumienie drgan pochodzace z codziennych obserwacji jest, jak sie wydaje,
wystarczajaco jasne. Zwykle mówi sie (takze w teorii drgan), ze uklad mechaniczny wykonuje
ruch drgajacy, jezeli wielkosci charakteryzujace go zmieniaja sie w czasie w sposób oscylacyjny,
tj. rosnac i malejac na przemian. Najprostszym i naturalnym sposobem zapisu ruchu drgajacego
jest zaleznosc okresowa, najczesciej sinusoidalna (Rys. 1). Taka sinusoidalna (lub harmoniczna)
aproksymacja drgan stanowila przez dlugi czas podstawe analizy drgan realnych ukladów
fizycznych. W celu bardziej adekwatnego opisu rzeczywistych ruchów wibracyjnych rozwaza sie
tez tzw. drgania prawie okresowe i nieokresowe. Niezaleznie jednak od matematycznego
przedstawienia drgan i ich nieregularnosci istotny jest fakt, ze w klasycznej czyli tradycyjnej
teorii traktowane sa one jako zjawisko deterministyczne; znaczy to, ze eksperymenty
przeprowadzone wiele razy w tych samych warunkach daja taki sam (lub bardzo zblizony)
zapis oscylograficzny. Struktura ukladów nowoczesnej techniki, a przede wszystkim
skomplikowany, fluktuacyjny charakter wymuszen zewnetrznych sprawiaja, iz tego rodzaju
opis staje sie w wielu sytuacjach malo przydatny. Ta niewystarczalnosc deterministycznegp
opisu uwydatnila sie w sposób jaskrawy wraz z rozwojem konstrukcji, w których precyzja dzialania
i wysoka niezawodnosc sa szcZególnie wazne (statki kosmiczne, samoloty odrzutowe itp.).
Okazalo sie, ze przypadkowy, fluktuacyjny charakter wielu rzeczywistych ruchów drgajacych
musi byc wyrazony w sposób jawny - przez uzycie w ich opisie teorii prawdopodobienstwa,
a dokladniej - teorii procesów stochastycznych ujmujacej przypadkowe zjawiska dynamiczne
w terminach zdarzen, prawdopodobienstw i wartosci srednich. Przypadkowy lub stochastyczny
charakter ruchu drgaja~go ujawnia sie tym, iz eksperymenty przeprowadzone wiele razy w tych
samych ·warunkach daja za kazdym razem inny zapis oscylograficzny (Rys. 2). W takiej sytuacji
jeden zapis przestaje miec znaczenie, bowiem informacja o dynamice zawarta jest w calym zespole
realizacji ruchu. W ten sposób dochodzi sie do pojecia drgania priypadkowego, lub - lepiej -
stochastycznego. A zatem, drganie stochastyczne jest to ruch drgajacy przedstawiony za pomoca

procesu stochastycznegoX(/, y), tj. funkcji, która zalezy nie tylko od czasuI ale takze od
przypadku (y jest zdarzeniem elementarnym). Najprostszym przykladem drgania stochastycznego
jest drganie harmoniczne, którego amplituda i faza sa losowe. W takim przypadku wszystkie
realizacje drgania maja taka sama sinusoidalna postac jako funkcja czasu; sa jednakze
nieregularnie przesuniete wzgledem siebie i maja rÓZfleamplitudy. Istotny jest fakt, ze szeroka
klase drgan stochastycznych mOZflaotrzymac w wyniku superpozycji takich elementarnych
drgan przypadkowych.
Ruch kazdego ukladu fizycznego (o skonczonej liczbie stopni swobody) jest zdeterminowany
przez trzy podstawowe grupy wielkosci: a) warunki poczatkowe, tj. wielkosci charakteryzujace
poczatkowy stan ukladu; b) parametry charakteryzujace wlasnosci ukladu (i wystepujace
w odpowiednich równaniach ruchu jako wspólczynniki); c) wymuszenia zewnetrzne. Jezeli
wymienione wielkosci (niektóre lub wszystkie) sa losowe, to równiez ruch - w szczególnosci
ruch drgajacy - jest ruchem stochastycznym. W badaniu dynamiki konstrukcji inzynierskich
podstawowe znaczenie ma przypadkowosc wymuszen zewnetrznych. Drgania konstrukcji przy
przypadkowych wymuszeniach staly sie wazna dziedzina wspólczesnej mechaniki i im poswiecimy

nasza uwage.

Wprowadzenie

Drgania stochastycznei trwalosc konstrukcji

Realne uklady fizyczne, w szczególnosci wspólczesne konstrukcje, narazone sa na dzialanie
czynników zewnetrznych, których przebieg w czasie jest bardzo nieregularny i przypadkowy.
W rezultacie takich wymuszen powstaja drgania elementów i calej konstrukcji. Ich obraz
graficzny (oscylogram) jest jednak na tyle skomplikowany, iz tradycyjna analiza drgan, przywykla
do zwyklych - najczesciej okresowych - funkcji czasu, staje sie bezradna.
Jak charakteryzowac rózne skomplikowane i przypadkowe wymuszenia zewnetrzne? Jaka
informacja miesci sie we wspomnianych bardzo chaotycznych oscylogramach? Jak ja
charakteryzowac i wykorzystywac w ocenie negatywnych skutków owych drgan na czlowieka
i na niezawodnosc konstrukcji?
Z pomoca przychodzi teoria procesów stochastycznych - obszerna dziedzina wspólczesnej
matematyki badajaca prawidlowosci zjawisk losowych przebiegajacych w czasie.
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Rys. l. Drganie harmoniczne.



Charakterystyka wymuszen przypadkowych

Wymuszenia lub obciazenia dzialajace na konstrukcje wspólczesnej techniki maja czesto bardzo
chaotyczny i nieregularny przebieg w czasie. Przykladem takiego obciazenia moze byc cisnienie
pochodzace od porywistego wiatru. Inny przyklad to sily powstajace przy dzialaniu fal morskich
na konstrukcje statków; fale morskie nie maja, jak wiadomo, charakteru regularnego w czasie
i przestrzeni, a poprawny opis dzialania tych fal na konstrukcje jest oparty na przedstawieniu ich
w postaci procesu stochastycznego. Dzialanie sejsmiczne charakteryzujace sie ruchem gruntu
ma równiez charakter stochastyczny (Rys. 3). Jeszcze jednym waznym przykladem wymuszenia
stochastycznego jest dzialanie strumienia turbulentnej atmosfery na powloke samolotu. Wreszcie
sytuacja dobrze"znana kazdemu z codziennych doswiadczen - ruch samochodu po nierównosciach
drogi. Mozna przyjac, ze nierównosci sa rozlozone w sposób przypadkowy, zatem równiez ich
dzialanie w czasie na kola samochodu ma charakter stochastyczny i wywoluje drgania
stochastyczne pojazdu (Rys. 4).
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Rys. 3. Typowy Lapis wymuszenia

sejsmicznego i dzialanie na budowle.

Rys. 4. Uproszczony model pojazdu poruszajacego sie

po przypadkowych nierównosciach nawierzchni; masa m

wykonuje drgania stochastyczne opisane przez Y(I, y).

Aby mozna bylo przeprowadzic analize drgan wymuszanych silami takimi, jak wymienione

wyzej, nalezy cos wiedziec o procesie stochastycznym charakteryzujacym (matematycznie) owe
wymuszenia. Informacje te otrzymujemy z badan doswiadczalnych. Zbierane w odpowiednio
zaplanowany sposób obserwacje liczbowe sa opracowywane metodami statystyki. Otrzymanie
pelnej informacji o procesie stochastycznym w postaci rozkladów prawdopodobienstwa jego
wartosci jest trudne. Totez w praktyce wymuszenia losowe charakteryzuje sie najczesciej
w sposób prostszy przez podanie czesciowej informacji w postaci wartosci srednich rozwazanego

procesu. Najprostsza taka wielkoscia jest wartosc przecietna (oczekiwana) procesu

(1) <X(t, y) = mx(t)

charakteryzujaca "usrednione" (po wszystkich mozliwych realizacjach) zachowanie sie procesu
(linia przerywana na Rys. 2). Aby scharakteryzowac wzajemna zaleznosc miedzy wartosciami
procesu X(t, y) w róznych chwilach czasu wprowadza sie natomiast tzw. funkcje korelacyjna
procesu

Dwie wymienione funkcje dostarczaja istotnej informacji o badanym procesie stochastycznym,
a ich wyznaczenie z doswiadczen nie nastrecza trudnosci (dla wyznaczania funkcji korelacyjnej
z danych doswiadczalnych zostaly skonstruowane i sa uzywane odpowiednie urzadzenia zwane
korelatorami). Dodajmy, zejesli mozna przyjac (a czesto takie zalozenie jest uzasadnione), iz
proces stochastyczny jest taki, ze rozklady prawdopodobienstwa jego wartosci sa gaussowskie
(Rys. 5), to te dwie funkcje charakteryzuja w pelni rozwazany proces.
Teoria drgan stochastycznych korzysta bardzo czesto z dalszego uproszczenia. Otóz okazuje sie,
ze wiele rzeczywistych obciazen przypadkowych moze byc opisane przez tzw. procesy stacjonarne,
tj. procesy, których charakterystyki nie zmieniaja sie przy przesunieciu skali czasu (charakter
fluktuacji nie zalezy od konkretnej chwili). Rysunek 6 pokazuje realizacje procesu stacjonarnego.

Dla takich procesówmx jest wielkoscia stala, zasKx(/, , t2) = K(t2-t,) = Kx(T). Bardzo wazny

jest fakt,_ze dla procesów stacjonarnych istnieje wygodny w praktyce aparat analizy widmowej,
analogiczny w swej idei do analizy harmonicznej zwyklych funkcji - czesto uzywanej w róznych
dzialach fizyki (akustyka, optyka) do charakteryzowania procesów (np. fal) za pomoca pojecia
czestosci. Podstawowa wielkoscia w analizie procesów stacjonarnych jest gestosc widmowa
procesu gx(w), gdzie w jest czestoscia. Miedzy funkcja korelacyjna i gestoscia widmowa istnieje
wzajemny zwiazek: mianowicie, jezeli proces przyjmuje tylko wartosci rzeczywiste, to

co

Kx(T) = ~gx(w)coswTdw,
o

Kx(t" 12) = <X(t., y)X(12, y».

2 00

gx(w) = -~-~ Kx(T)coswTdT.
o

(2)

(3)

(4)

K(r) = E[X(t)X(t+ r)]-m2
nazywamy funkcja korelacyjna procesuX(t).

Rys. 6. Realizacja procesu stacjonarnego.

Rys. ~. Gc;SlOSC prawdopOdobienstwa

rozkladu gaussowskiego.

Jezeli 'W procesie stochastycznym X(I)

zwiazki probabilistyczne nie ulegaja zmianie

przy przesunieciu w czasie, to wartosc

przecietna E[X(t)] = m nie zalezy od czasu.

'Funkcje
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Zauwazmy, ze zgodnie z okresleniem funkcji korelacyjnej (wzór (2» jej wartosc dla tych samych
wartosci czasu, tj. dlat, = t2 = t daje tzw. sredni kwadrat procesu, czyliKx(t, t) = (X2(t».

W przypadku procesu stacjonarnego mamy zatem

lub ich kombinacja.x = X2~Xl
Ky(x) = a2e-ocl;l,

Ky(x) = a2e-oc1;icosfJx,

(6')

(6)

(7)

Poniewaz rozwazamy sytuacje, kiedy pojazd porusza sie ze stala predkosciav, czyli x = vt,

x = Vi, to funkcje korelacyjna wymuszenia dzialajacego w czasie na kola pojazdu
X(t, y) = y(vt) otrzymujemy bezposrednio z powyzszych wyrazen podstawiajac w miejscerx

i fJ odpowiednio rxl = vrx, fJ, = vfJ. Czytelnik z latwoscia zauwazy, ze przypadek, kiedy pojazd

porusza ~ie ze zmienna predkoscia, jest bardziej skomplikowany. Rysunek 7 przedstawia wykresy
funkcji korelacyjnych (6) i (7), zas Rys. 8 obrazuje odpowiadajace tym funkcjom gestosci
widmowe, które (po obliczeni!l calki (4» przyjmuja postac

a2 rxv
g(w) = - -.~-,

n W2+rx2v2

(5)
00

(X2(t» = Kx(O) = ~gx(w)dw.
o

Poniewaz w licznych zastosowaniach wartosc(X2) charakteryzuje energie rozwazanego procesu,
to zgodnie ze wzorem (5)gx(w) jest tez nazywana gestoscia widmowa energii. Zgodnie
z interpretacja pojecia gestosci, iloczyngx(w)dw okresla te czesc energii procesu, która zawarta
jest w przedziale czestosci odw do w+dw. Wyznaczanie gestosci widmowej z danych
doswiadczalnych jest stosunkowo proste; duza pomoc stanowia specjalne urzadzenia zwane
analizatorami widmowymi.
Okazuje sie, ze takie wymuszenia przypadkowe jak: obciazenie wiatrem, fluktuacje predkosci
i cisnienia w strumieniu turbulentnym, szum silników odrzutowych czy wymuszenie drgan pojazdu
poruszajacego sie ze stala predkoscia po nierównosciach realnych dróg moga byc traktowane
jako procesy stacjonarne. Dla procesów tych byly wyznaczane na podstawie doswiadczen funkcje
korelacyjne i gestosci widmowe. Na przyklad, doswiadczalne badania nierównosci dróg o róznej
nawierzchni prowadzone w róznych krajach (Japonia, Niemcy, ZSRR) wykazaly, iz funkcje
korelacyjne profilów (wzdluz kierunku jazdy) tych drógy(x) mozna z wystarczajaca dokladnoscia
przyblizac nastepujacymi wyrazeniami

(7')
a2rxv w2+ rx2v2+ fJ2v2

g(w) = -- - ---.-~---------- - .
n (W2_fJ2v2_rx2V2)2+4rx2v2w2

W zaleznosci od rodzaju nawierzchni (np. droga brukowana, asfalt, asfalt na betonie itp.) stale
a2, rx, fJ przyjmuja rózne wartosci; np. dla szosy o przecietnej nawierzchni asfaltowej badanej
w Japonii a = 1,21 cm, rx = 0,18, fJ = 0,54.

Reakcja konstrukcji na wymuszenie stochastyczne

Jak reaguje uklad fizyczny czy konstrukcja na wymuszenie o charakterze przypadkowym?
Oczywiscie, reakcja konstrukcji i zmiennosc tej reakcji w czasie sa równiez przypadkowe; innymi
slowy reakcja konstrukcji jest opisana procesem stochastycznymY(t, y). Podstawowy problem
teorii drgan stochastycznych polega wiec na scharakteryzowaniu procesuY(t, y), gdy dana jest
informacja o wymuszeniuX(t, y) i okreslone sa wlasnosci badanego ukladu. Badanie takiego
problemu pochlanialo uwage mechaników i matematyków przez wiele lat, poczawszy od polowy
lat piecdziesiatych. W celu wskazania istoty zagadnienia rozwazmy tzw. czasowo-niezmienny,
liniowy uklad o jednym stopniu swobody. Taki uklad stanowi wygodny model w analizie drgan
wielu rzeczywistych konstrukcji. Liniowosc ukladu oznacza, ze relacja miedzy wymuszeniem
X(t, y) i reakcja Y(t, y) jest liniowa (w odpowiednich równaniach opisujacych dynamike nie
wystepuja potegiY(t, y) inne niz pierwsza). Uklad jest czasowo niezmienny (lub stacjonarny),
jezeli jego wlasnosci (masa, tlumienie itp.) sa stale w czasie ruchu; jest to warunek spelniony
w wiekszosci podstawowych konstrukcji inzynierskich. Jeden stopien swobody wskazuje, iz model
jest na tyle prosty, ze reakcja w kazdej chwili jest calkowicie scharakteryzowana przez jedna
wielkosc Y; okazuje sie, ze informacje otrzymane z analizy takiego uproszczonego modelu
charakteryzuja równiez dynamike ukladów bardziej zlozonych, o wielu stopniach swobody
a nawet tzw. ukladów ciaglych - o nieprzeliczalnej ilosci stopni swobody (np. belki, plyty,
powloki itp.). Liniowe uklady czasowo-niezmienne maja te wlasnosc, ze jezeli wymuszenie jest
sinusoidalne, lub - w postaci zespolonej - harmoniczne(X = eiwt), to reakcja jest równiez
harmoniczna o tej samej czestosci, przy czym amplituda reakcji zalezy od czestosci, tj.
Y = H(w)eiwt. Wielkosc H(w) jest wiec czestotliwosciowa charakterystyka dynamiki rozwazanego
ukladu. Jej znajomosc dla wszystkich wartosci czestosci daje informacje potrzebna do otrzymania
reakcji ukladu na dowolne znane wymuszenie. FunkcjeH(w) mozna stosunkowo prosto wyznaczyc
eksperymentalnie. W analizie teoretycznej otrzymuje sie ja latwo z odpowiednich, rózniczkowych
równan drgan podstawiajac w nich w miejsceX i Y wskazane wyzej wielkosci harmoniczne.
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Rys. Loi. Gesto'ki widmowe odpowiadajace

funkcjom korelacyjnym na Rys. 7.

&



Korzystajac z pewnych faktów dotyczacych stacjonarnych procesów stochastycznych oraz ukladów
liniowych otrzymuje sie rezultat: jezeli na uklad liniowy o charakterystyce czestotliwosciowej
H(w) dziala wymuszenie stochastyczne stacjonarneX(r, y) o gestosci widmowejg,\(w), to
gestosc widmowa reakcji ukladu na to wymuszenie wyraza sie wzorem

gy(w) = IH(wWg,\(w).

(9)

(8)

a2 (4h2+W2)r:x.v+2hw2
<y2) = _ o o

2h r:x.2V2+2hr:x.v+w~

gdzie h jest wspólczynnikiem tlumienia zawieszenia, zasWo - tzw. czestosc drgan wlasnych -
charakteryzuje wlasnosci sprezyste zawieszenia. Powyzszy wzór dostarcza istotnej informacji;
wyraza on wartosc srednia kwadratu przemieszczenia pionowego masy w zaleznosci od wariancji
pionowych nierównosci drogia2, parametru charakteryzujacego przestrzenna korelacje
nierównosci profilu r:x., predkosci ruchu pojazduv oraz parametrów charakteryzujacych zawieszenie
h i Wo. Mozna tez otrzymac odpowiedni rezultat dla sredniego kwadratu pionowego przyspieszenia
dh) masy w ruchu drgajacym - wielkosci, która stanowi bodajze najwazniejszy parametr
charakteryzujacy tzw. komfort jazdy. Tego rodzaju rezultat pozwala z kolei tak dobrac parametry
zawieszeniah i wo, aby ów sredni kwadrat przyspieszen pionowych (powodowany przypadkowymi
nierównosciami) osiagnal wartosc minimalna. Takie postepowanie (oczywiscie dla bardziej
zlozonych modeli pojazdu) prowadzi do zwiekszenia komfortu jazdy i jest stosowane
w projektowaniu.

Uszkodzenie konstrukcji na skutek drgan stochastycznych
Nastepne, w sposób naturalny wylaniajace sie problemy zwiazane z drganiami stochastycznymi,
dotycza skutków, które one wywoluja. Jest rzecza znana, ze konstrukcje i ich elementy poddane
obciazeniom zmiennym w czasie podlegaja niszczeniu nawet wtedy, gdy zadne z wielkosci
normowych nie zostaja przekroczone. Ma to równiez (a moze przede wszystkim) miejsce, gdy
owe obciazenia zmieniaja sie w czasie w sposób przypadkowy, a konstrukcja wykonuje drgania
stochastyczne. NiechY(r, y) ---c jak poprzednio - oznacza reakcje konstrukcji (przemieszczenie,
naprezenie itp.) w ustalonym punkcie krytycznym; przy tym owa reakcja ma charakter
stochastyczny i znane sa jej podstawowe cechy statystyczne. Istotne jest pytanie: jak wykorzystac
informacje o procesieY(r, y) w badaniu uszkodzen i w ocenie trwalosci konstrukcji? Nie ma
potrzeby wykazywac, jak wazna dla praktyki inzynierskiej jest odpowiedz na to pytanie. Odpowiedz
nie jest jednak prosta, a nawet nie zawsze jest mozliwa. W celu uzyskania informacji o trwalosci
konstrukcji nalezy przede wszystkim wziac pod uwage rózne mozliwe mechanizmy uszkodzen
zwiazane z drganiami stochastycznymi. Dwa takie mechanizmy sa niewatpliwie podstawowe.
Pierwszy mechanizm zniszczenia polega na tym, ze uszkodzenie konstrukcji wystepuje wtedy,
gdy reakcja Y(r, y) osiaga po raz pierwszy pewien okreslony górny (np.a) lub dolny' (np. b)

poziom, gdziea i b sa danymi duzymi liczbami dodatnimi. Mówimy, ze uszkodzenia wystepujace

przy zajsciu tego zdarzenia sa uszkodzeniami katastroficznymi (lub uszkodzeniami pierwszego
przejscia; ang. - first excursion failures - por. Rys. 5). Druga mozliwosc jest nastepujaca:
reakcja Y(r, y) nie przyjmuje duzych (katastroficznych) wartosci, doznaje jednak wielu nieznacznych
wyjsc poza pewna granice (tzw. granice wytrzymalosci zmeczeniowej) i wobec tego zniszczenie
konstrukcji akumuluje sie; calkowite zniszczenie nastepuje wtedy, gdy nagromadzone
uszkodzenie osiaga pewna okreslona krytyczna wartosc. Ten rodzaj zniszczenia znany jest pod
nazwa zniszczenia zmeczeniowego (Rys. 6). W ocenie niezawodnosci konstrukcji w oparciu
o pierwszy mechanizm zniszczenia istotne jest okreslenie czasuT, w którym reakcja Y(r,)')

osiagnie pewien ustalony, krytyczny poziom po raz pierwszy. Oczywiscie, czasT jest wielko~ia
losowa. Podstawowe zagadnienie analizy uszkodzen katastroficznych mozna sformulowac
nastepujaco: znajac wlasnosci statystyczne reakcji konstrukcjiY(r, )') nalezy wyznaczyc informacje
o czasie pierwszego przejsciaT. Problemy zwiazane z wyznaczeniem czasu pierwszego wyjscia
realizacji procesu z rozwazanego obszaru (lub przedzialu) byly rozwazane w matematycznej
teorii procesów stochastycznych. Efektywne rozwiazania moga byc jednak otrzymane tylko dla
pewnych specjalnych klas procesów; na przyklad - dla tzw. dyfuzyjnych procesów Markowa.

Powyzszy wzór stanowi jedna z podstawowych relacji w teorii drgan stochastycznych ukladów
liniowych. Jak juz wiemy, znajacgy(w) mozna latwo, na podstawie wzorów (3) i (5), wyznaczyc
funkcje korelacyjna Ky(T) czy sredni kwadrat reakcji konstrukcji(y2).

Jezeli badany uklad jest bardziej zlozony - jest ukladem o wielu stopniach swobody - ale
dalej pozostaje liniowy, to ogólna zasada wyznaczania charakterystyk statystycznych reakcji jest
taka sama. Inaczej ma sie sprawa, jezeli ruch ukladu musi byc opisany równaniami nieliniowymi.
Ale i w tym przypadku zostaly opracowane metody pozwalajace charakteryzowac reakcje; sa
one jednak pod wzgledem rachunkowym bardziej zawile i w wiekszosci przyblizone.
Wrócmy do przykladu zwiazanego z ruchem pojazdu po nierównej drodze. Przyjmujac, ze gestosc
widmowa profilu drogi jest okreslona wzorem (5) a model pojazdu jest taki jak na Rys. 4,
otrzymujemy latwo na podstawie wzoru (8) wyrazenie dla gestosci widmowej drgan masym
oraz po wykonaniu calkowania nastepujacy wzór dla sredniego kwadratu przemieszczenia
pionowego

R,

Rys. 10. Ilustracja nagromadzenia sie

uszkodzen zmeczeniowych; Rf - tzw.
granica wytrzymalosci zmeczeniowej.

Rys. 9. Ilustracja uszkodzenia
katastroficznego; przekroczenie przez
reakcje (przemieszczenie. naprezenie itp.)
stanu niebezpiecznego.
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Ry •. II. Krzywa (we wspólrzednych
logarytmicznych prosta) S-N.

tj. procesów, w których "przyszlosc" zalezy tylko od stanu obecnego, a nie zalezy od "przeszlosci".
Procesy takie sa spokrewnione z procesem opisujacym zjawisko ruchów Browna znane kazdemu

z fizyki; mówiac dokladniej, dyfuzyjne procesy Markowa mozna modelowac za pomoca ruchu
brownowskiego. To, kiedy drgania stochastyczne realnych ukladów moga byc charakteryzowane
przez dyfuzyjny proces Markowa stanowi problem sam w sobie. Dyfuzyjny charakter reakcji
ukladu zalezy przede wszystkim od wymuszenia. Jezeli przypadkowe wymuszenie spelnia pewne
warunki (np. gdy jest to proces stacjonarny ostalej gestosci widmowej, co oznllcza, ze miedzy
wartosciami procesu w róznych chwilach brak jest korelacji), to reakcja ukladu moze byc opisana
przez dyfuzyjny proces Markowa i wtedy mozna okreslic tzw. czas zycia konstrukcji (jak pisalismy
wyzej, jest to takze zmienna losowa). W sytuacjach, gdy reakcja nie moze byc opisana przez
dyfuzyjny proces Markowa, korzysta sie z pewnych rozwiazan przyblizonych oraz oszacowan
prawdopodobienstwa pierwszego przejscia. Szczególnie prosty rezultat otrzymuje sie, jezeli
zalozy sie, ze procesY(t, y) jako obiekt matematyczny jest taki, ze przekracza on rozwazany

poziom wystarczajaco rzadko, przy czym owe przekroczenia sa zdarzeniami niezaleznymi. Wtedy
liczba chwil losowych w przedziale czasu(O, tJ, w których nastepuja przekroczenia poziomu
jest scharakteryzowana przez tzw. jednorodny proces Poissona. Wlasnosci procesu Poissona sa
dosc dobrze zbadane i, nawiasem mówiac, stanowi on dobry model szeregu róznych zjawisk
losowych; na przyklad opisuje on proces zgloszen do stacji telefonicznej. Jesli wiec korzysta sie
z procesu Poissona jako modelu liczby przekroczen rozwazanego poziomua, to

prawdopodobienstwo tego, ze w przedziale czasu(O, tJ nie nastapi zadne przekroczenie tego
poziomu jest równe e-u, zas prawdopodobienstwo uszkodzenia katastroficznego w przedziale
(O, tJjest l-cA'. Parametr;' oznacza intensywnosc procesu Poissona; w naszym przypadku
jest on równy sredniej liczbie przewyzszen poziomua przez procesY(t, y) w jednostce czasu

(e ~ 2,718). Niestety, zalozenie, ze przewyzszenia poziomua przez procesY(t, y) sa zdarzeniami
niezaleznymi, jest bardzo ograniczajace. Totez wielu badaczy poszukiwalo innych metod
charakteryzowania czasu uszkodzenia katastroficznego. W szczególnosci znalezione zostaly rózne
oszacowania prawdopodobienstwa zniszczenia katastroficznego. Zniszczenie konstrukcji pod
wplywem drgan stochastycznych przyjmuje najczesciej forml< zniszczenia zmeczeniowego

powstajacego na skutek dlugotrwalego oddzialywania naprezenia o charakterze pulsujacym
(glosna niegdys katastrofa mostu w Szwecji nastapila, jak zgodnie orzekli eksperci, wlasnie na
skutek zmeczenia). Fizyczne zjawiska lezace u podstaw zniszczenia zmeczeniowego sa bardzo
zlozone, a ich natura nie jest jeszcze w pelni zbadana. W chwili obecnej podstawowe informacje

o tym rodzaju zniszczenia czerpane sa z badan eksperymentalnych przeprowadzanych w warunkach
deterministycznych obciazen cyklicznych. W takim przypadku istnieje relacja miedzy amplituda
naprezenia i liczba cykli powodujacych zniszczenie; jest to tzw. krzywa S-N (lub krzywa
Wohlera) okreslona zaleznoscia:NSb = c, gdzie S jest amplituda naprezenia,N jest niszczaca
liczba cykli, zasb i c sa stalymi dodatnimi charakteryzujacymi materia/. Jezeli amplituda reakcji
(naprezenia) nie jest stala, lecz zmienia sie w czasie, to nalezy wprowadzic dodatkowe zalozenia

dotyczace akumulowania sie uszkodzen spowodowanych róznymi amplitudami. Najlepiej znana
i ze wzgledu na swoja prostote ogólnie przyjmowana jest hipoteza Palmgrena-Minera postulujaca,
ze jezeli zniszczenie pod wplywem naprezen o danej amplitudzie wystepuje poN cyklach, to
uszkodzenie akumuluje sie w sposób jednorodny w kazdym kolejnym cyklu, tak ze podczas
jednego cyklu wystepuje l/N calkowitego zniszczenia. Zniszczenie spowodowane dzialaniemn,
cykli naprezenia o amplitudzieS, jest równe: ~, = n,jN" n, ~ N" gdzie N, jest niszczaca liczba
cykli przy amplitudzie naprezeniaS,. Calkowite zniszczenie jest równeD = ~ ~,. Element

j

doznaje zniszczenia zmeczeniowego, jezeliD ~ I. Warto zauwazyc, ze kryterium Palmgrena-
Minera nie uwzglednia wplywu kolejnosci wystepowania naprezen na wielkosc akumulowanego
zniszczenia. Jest to jeden z jego niedostatków, gdyz eksperymenty wykazuja, iz kolejnosc
wystepowania róznych poziomów naprezenia jest istotna.

Kryterium Palmgrena-Minera zostalo zaadaptowane do przypadku obciazen stochastycznych
przez zamiane liczby cyklin, liczba maksimów stochastycznego procesu naprezenia na poziomie
S,. Oczywiscie, jezeli naprezenie jest deterministyczne i cykliczne, to liczba maksimów jest
równa liczbie cykli; jezeli proces naprezenia jest stacjonarnym procesem stochastycznym, którego
widmo energetyczne jest skupione w waskim zakresie czestosci (proces o waskim widmie), to
liczba maksimów równa sie liczbie przeciec poziomu zerowego. W takiej sytuacji, jesli dodatkowo
rozklady prawdopodobienstwa procesu naprezenia sa gaussowskie, owe "ustochastycznione"
kryterium Palmgrena-Minera daje interesujace i uzyteczne rezultaty. Okazuje sie, ze otrzymana
w ten sposób wartosc srednia nagromadzonego zniszczenia zmeczeniowego jest proporcjonalna
do sredniej liczby przeciec przez proces naprezenia poziomu zerowego oraz zalezy w sposób

nieliniowy - rózny dla róznych materialów - od sredniego kwadratu naprezenia. Nalezy jednak
podkreslic, ze kryterium Palmgrena-Minera (oraz inne podobne hipotezy) jest jedynie inzynierska
procedura szacowania nagromadzajacych sie uszkodzen, bardziej lub mniej sluszna w zaleznosci
od konkretnej sytuacji. Jako dosc prosta hipoteza nie stanowi ono, i nie moze stanowic,
w zadnej mierze wyjasnienia zlozonego i w istocie swej stochastycznego mechanizmu zniszczenia
zmeczeniowego.
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W ostatnim czasie podjete zostaly próby (równiez przez autora niniejszego artykulu)

metodologicznie bardziej zadowalajacego opisu akumulacji zniszczenia zmeczeniowego. Mówiac
ogólnie, oparte sa one na traktowaniu elementu konstrukcji (czy próbki materialu), w którym
zachodzi niszczenie zmeczeniowe (np. na skutek obciazen przypadkowych) jako pewnego ukladu,
którego stany sa opisane przez proces stochastyczny. Owe zmeczeniowe stany elementu konstrukcji
moga byc interpretowane i mierzone w rózny sposób. Moga one byc, na przyklad, wyrazane
poprzez dlugosc szczelin, rys czy innych defektów jakie rozwijaja sie w badanym elemencie.
Zostalo stwierdzone, ze zniszczenie zmeczeniowe nastepuje glównie wskutek powstawania
i wzrostu szczelin w materiale. Eksperymenty pokazuja jednak, ze mimo iz w próbce znajduje
sie duza liczba szczelin (róznej wielkosci), to zawsze mozna wyróznic szczeline dominujaca,
która jest przede wszystkim odpowiedzialna za ostateczne zniszczenie. Tak wiec dlugosc
dominujacej szczeliny (lub pewna funkcja jej dlugosci) moze byc przyjeta jako miara zniszczenia
zmeczeniowego. Wzrost dlugosci szczelin w ogóle, a dominujacej szczeliny w szczególnosci,
zachodzi jednak w sposób bardzo nieregularny ; najczesciej - jak wskazuja eksperymenty -
w sposób skokowy w losowych chwilach czasu. Wydaje sie, ze wlasciwa charakteryzacja tego
procesu stochastycznego wykorzystujaca istniejace rezultaty eksperymentalne dotyczace
zmeczenia materialów moze w sposób istotny wzbogacic nasza wiedze o tym waznym zjawisku.
To, na ile takie stochastyczne modele akumulacji zniszczenia zmeczeniowego beda uzyteczne,
zalezy od ich eksperymentalnej weryfikacji. Weryfikacja taka wymaga jednak zaplanowania
i rozwiniecia metodologicznie nowych eksperymentów.

Zakonczenie

Przedstawione w tym artykule zagadnienia stanowia istotny skladnik wspólczesnej mechaniki.
Warto jednak podkreslic, ze waznosc badan nad drganiami stochastycznymi, ich skutkami,
a takze nad zmniejszaniem ich negatywnego wplywu na czlowieka, otoczenie i konstrukcje,
ma nie tylko czysto utylitarne znaczenie. Analiza drgan stochastycznych i stochastyczne problemy
trwalosci konstrukcji sa czescia metodologii opartej na ujmowaniu zjawisk w terminach zdarzen
i prawdopodobienstw. Metodologia ta okazala sie niezwykle cenna w badaniu i wyjasnianiu
szeregu zjawisk fizyki, do mechaniki zas weszla stosunkowo niedawno na skutek potrzeb

najbardziej nowoczesnych galezi techniki, takich jak astronautykai aerote~hnika; nastepnie
jej waznosc zostala zaakceptowana przez takie tradycyjne dziedziny jak inzynieria ladowa
iwodna, technika pojazdów i inne. Dzisiaj ten sposób podejscia do wielu zjawisk mechaniki
przynosi istotne wzbogacenie jej aparatu badawczego, a takze dostarcza nowych informacji
o zachowaniu sie konstrukcji i materialów. Totez w wielu osrodkach naukowych w swiecie
stochastyczne podejscie do interpretacji i badania zjawisk mechanicznych zajmuje coraz wazniejsze
miejsce w programach badawczych. Równiez w Polsce badania w tym kierunku sa istotnie
zaawansowane. W naszym kraju wynikaja one jednak bardziej z potrzeby uczestnictwa w rozwoju
szeroko pojetej kultury niz z autentycznych zapotrzebowan praktyki inzynierskiej.

F'X-F2X ~ S(Pat+egx)-(S-s)(Pat+egx)-S(Pat+egh).

Po zrzutowaniu na os wspólrzednych i podstawieniu odpowiednich wartosci otrzymuj~my

Rozwiazanie zadania F 103.

Przy dostatecznie powolnym zanurzaniu szklanki.w> .-Jadkowa sil dzialajacych na nia wynosi zero. Rysunek

obrazuje sytuacje przy zanurzeniu wynoszacymx. Przyjeto oznaczenia: S _ powierzchnia przekroju zewnetrznego.

s - wewnetrznego. Fat - wypadkowe parcie atmosfery.F;r, - wypadkowe parcie powietrza zawartegow szklance,
Fe - wypadkowe parcie cieczy, Q - sila ciezkosci szklanki, F - sila przykladana pr7el zanurzajac..:go.

Indeksy I i 2 dotycza odpowiednich przypadków pokazanych na rysunku. Z warunków równowagi zapisanych
dla obu przypadków mamy
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F,+Q+Fat+Fc, ~O.

F,+Q+Fat+Fcl+Fg ~ O.

FI-Fl = Fel-FCI-Fg.
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Proste przeksztalcenia algebraiczne daja ostatecznieFtx- Fl.;" = f!gs(x-h)"

Z zaleznosci tych wynika. iz sila przykladana do szklanki zanurLonej dnem ku dolowi musi byc wieksza, zatem wiekszJ.

jest w tym przypadku praca wykonana przez zanurzajacego. Ilosciowe znalc:"zienie róznicy tych prac wymaga

dodatkowych zalozen natury termodynamicznej. Wtedy mozliwe jc:st uzyskanie jawnej postaci zalc-znoscih = [(x)
x x x x

~, nasl~pnie obliczenie calki W l - W l. = ~ Flxdx- ~ F2Xdx = ~ (Fu- F1X)dx = egs ~ (x- h)dx.
O O O O

Najbar Jziej naturalne jest zalozenie o równosci temperatur powietrza, wody i szklanki, a takze o i.lOlCrmicLllusci

proce~.J sprezania powietrza zawartego w szklance. Z prawa Boyle"a - Mariouc:'a zapisanego dla stan~w
przed i po zanurzeniu wynika: PatH ~ (Pat + egh)[H - (x- h)).

Otrzymane równanie, kwadratowe wzgledemh, zniecheca do dalszych rachunkÓw. Daja sie nnc cn prawda

uproscic, gdy skorzysta sieJ. faktu niewielkich zmian cisnienia, Ic:"CLnie wnosLa nicLcgll iSlOlllcglldo rO.lWialania
i dlatego pominiemy je.

Do identycznego wyniku mozna dojsc rOLwiazujac f.adanie na gruncic .lasady zachowani:, energii. N.lic.iy jednak

pamietac, ze trzeMa skorzystac .l. jej rOLszerzonej (o Ljawiska cieplne) wersji. Polecamy loC l}"(dnikom jako
pouczajace cwicLcnie.
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