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Cyrklem, linijka czy minikalkulatorem?

Jaka geometria jest ,,lepsza™? Syntetyczna czy analityczna? Ta, ktorej szczatkow naucza sig

w 1 i II klasie liceum, czy ta, ktorej naucza si¢ zwykle w klasie 111 i nobilituje zadaniem na
maturze? Czy nalezy dowodzi¢ twierdzen geometrycznych dedukujac je ze zgrabnie przyjetych
aksjomatow, majac w pogardzie metody analityczne, rachunkowe, czy tez wrecz przeciwnie,
po co sig¢ mgczy¢ rozumowaniem, skoro wszystko da sie obliczy¢?

CO BEDZIEMY TEORETYZOWAC, ROZWI AZMY JAKIES ZADANIE
Znalezé zbior punktow plaszczyzny, takich, ktorych suma kwadratow odleglosci od dwich danych
punktéw A i B rowna jest danej liczbie o.

Niech punkty A4, B, X beda wierzcholkami dowolnego trojkata, punkt C bedzie srodkiem
odcinka 4B, a D spodkiem wysokosci poprowadzonej z punktu X. Mamy witedy:

XA* = XD*+ (AC+CD)y?
XB? = XD*+(AC—CD)>.

Stad, po dodaniu stronami:

XA+ XB?* = 2(XD*+ CD?*)+2AC?, a stad XA*+ XB? = 2XC*4+2AC*. Skoro XA*+ XB?

ma by¢ stale, a AC? jest stale, bo AB jest stale, wiec stale jest rowniez CX. Wynika stad, ze
poszukiwane przez nas punkty leza na ogo6l na okregu o srodku w punkcie C (dlaczego na ogol?)
No dobrze, a gdyby tak zadanie utrudnic i szukac zbioru punktow, ktorych suma kwadratow
odleglosci od trzech danych punktow jest stala? A moze od czterech, pigeciu, od n punktow?
Gdyby sig uprzed, to pewnie powyzsza metoda daloby sie je rozwigzaé. Tylko po co si¢ upierac?
Po prostu obliczmy. Niech A,, ..., A, beda danymi punktami. Szukamy takich punktow X, by
X—A P+ . +(X—A) = (a> 0).

Po nieskomplikowanych rachunkach otrzymujemy:

1 2
nX2—2X - (A, + ... +A,) = a— (A} + ... +A2)i dalej (X— (A + ... +A,.)) = 1, gdzie f# jest
n
pewng stalg. Wobec tego, dla f§ > 0, poszukiwanym zbiorem jest okrag o srodku w punkcie
1
(A + ... +4,).
n

Latwo. Szybko. Elegancko.

ROZWIAZMY JESZCZE JEDNO ZADANIE

Po ramionach kqta prostego slizgajq sig korice A i B przeciwprostokaqtnej trajkqta prostokqinego
AABC. Po jakim torze porusza si¢ wierzcholek C tego tréjkqta?

Obierzmy taki uklad wspolrzednych, zeby ramiona kata byly polosiami dodatnimi tego ukladu.
Niech AC = 8, BC = ai B= (t,0), wtedy 4 = (0, Y2+ p>—17).

Wspolrzedne poszukiwanego punktu C = (x, y) beda spelnialy warunki:

1°x,y =20

2° (C—BP =o?

3° [C—A]- [C—B] = 0, czyli

1° x,y 20

2° (x—1)* 4y = o?

3° x(x—0)+(y— Y2+ +12) y = 0.

Wystarczy teraz z rownan 2° i. 3° wyeliminowac parametr 1. Brrr... chyba zaczyna sig tu zanosi¢
na dos¢ upiorne rachunki, a nie jest to specjalnie zachwycajace zajgcie (nawet przy uzyciu
jakiej$ maszynki do liczenia). By¢ moze, ze mozna to lepiej obliczy¢. A moze mozna zabra¢

si¢ za to zadanie zupelnie inaczej? Przyjrzyimy sie jeszcze raz rysunkowi. Na czworokacie ADBC
mozna opisa¢ okrag. Wobec tego £ ADC = ¥ ABC. Ale kat ¥ ABC jest staly, bo jest to przeciez
kat §lizgajacego sig trojkata. W takim razie kat £ ADC tez jest staly. Punkt C porusza si¢ wigc
po prostej. -
Latwo. Szybko. Elegancko.

A TERAZ WYJATKOWO OPORNE ZADANIE

Na jednej $rednicy okraglego bilardu lezq dwie kule. Nalezy tak uderzyé¢ jednq z kul, Zeby po
Jjednorazowym odbiciu od bandy trafila w drugq kulg, ale nie biegnqc po jednej Srednicy.

Zadanie sprowadza sie, przy danych punktach A i B, do skonstruowania na okrggu takiego
punktu P, by dwusieczna kata ¥ APB przechodzila przez srodek danego okrggu. Oczywiscie
punkt P nalezy skonstruowac, postugujac si¢ cyrklem i linijka. Stosujac znane twierdzenie

o dwusiecznej kata wewnetrznego w trojkacie otrzymamy, ze punkt P powinien spelnia¢ warunek:

PA 0A

PB OB
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Czy maszyna
moze zbudowacd.
drugg takg samg?

Dr Stefan
WOJCIECHOW SKI
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Rozwigramie zadania M 279. Drogs
promeema po odbiciu od prosie; p
prezksrialcona preez symesric wzgledem 1
prosiej daje prostolimowe przediuzenie drogs
promema przed odbiciem. Siczujac
wiclokrotme wen fak: dojdmemy do rysunks
z korego widae, & po 1B0-krotnsm

odbicie promien wypdne spomigdry
prostych po worze rownoleghym do drogi,

kiora wszedl

160 pokprostych co 1°

prredbugenie prmieria wehodgregT

Wobec tego punkt P lezy na okregu Apoloniusza wyznaczonym przez punkty A i B oraz stala
0A

o= TR Taki okrag mozna latwo skonstruowaé przy uzyciu cyrkla i linijki. Gdziez wiec ta
wyjatkowa oporno$¢ zadania?
Zadanie zaczyna si¢ robi¢ oporne, gdy zrezygnujemy z zalozenia, ze punkty A i B lezg na jednej
Srednicy danego okregu.
Sprobujmy obliczy¢. Poszukiwany punkt P lezy na okregu 0 rownaniu x?+y? = o? i spelnia
warunek: ¥ APO = ¥ OPB. Otrzymujemy wigc uklad rownan:

24y =o?

cos¥ (PA, PO) = cos« (PO, PB),

ktéry w tym momencie nie wyglada jeszcze groinie, ale po podstawieniu wspolrzednych. ..

2i+yt=at

(@ x+ay—a?)Y (x—b, P+ (7—b2 = (bix+bay—o) Y (x—a ) + (7—a2)?.

Nie doé¢, ze nie bardzo wiadomo, jak si¢ za ten uklad rownadh zabraé, to w dodatku trudno
oceni€, czy punkty, ktore sa jego rozwigzaniem, sg konstruowalne przy uzyciu cyrkla i linijki.
Zadanie to rownie skutecznie opieralo si¢ licznym prébom rozwigzania metodami geometrycznymi.
Jak dotad, nie zostata znaleziona, o ile nam wiadomo, metoda konstrukcji punktu P srodkami
elementarnymi. By¢ moze wina to lenistwa rozwigzujacych uklad réwnan, nieudolnosci
poszukiwan konstrukcji, a by¢ moze taka konstrukcja nie istnieje, czyli...

ANI CYRKLEM, ANI LINIJKA, ANI MINIKALKULATOREM
A tak na marginesie, wracajac do wspomnianego okrggu Apoloniusza, kto dzi§ pamiegta ladny,
geometryczny, nieanalityczny dowod, ze zbiorem punktdw, ktorych stosunck odleglosci od dwoch
danych punktow jest staly i réiny od 1, jest okrag?

dr Jerzy BEDNARCZUK

Wspolczesna biologia molekularna tak dalece wnikngla w mechanizmy rzadzace zapisem

i odtwarzaniem informacji genetycznej, ze pozwala to zastanawiac si¢ nad problemem powstania

i rozwoju zycia. Najistotniejsza cechg zywych organizmow jest ich zdolno$¢ do reprodukcji

oraz zmienno&¢. Totez przez ,,zywy organizm™ bedziemy tu rozumiet obiekt, ktoéry ma dwie cechy:
a) zdolnos¢ samoreprodukeji czyli inaczej méwiac zdolnosé produkciji swoich kopii,

b) zmienno$¢ — czyli mozliwost zmiany pewnych swoich cech strukturalnych (tzn. budowy)

i funkcjonalnych z jednoczesnym zachowaniem zdolnoéci do samoreprodukciji.

Zeby zrozumie¢ powstanie Zycia, biochemicy usihijg odtworzy¢ proces ewolucji ukladéw ztozonych
-makromolekut, ktore we wiasciwym $rodowisku chemicznym nabraly zdolnosci samoodtwarzania.
Ten sam problem mozna jednakze postawic inaczej. Zycie i proces jego ewolucji jest funkcjonalna
cechg zlozonych ukladéw bialkowonukleotydowych. Wobec tego mozna zapytaé, ktore cechy
zycia sa niezalezne od nosnika materialnego, jakim sa zwiazki organiczne? Pierwsze kroki w tym
kierunku poczynil juz w 1949 roku (a wiec zanim Watson i Crick rozszyfrowali zagadke¢ budowy
DNA) John von Neumann — genialny matematyk, tworca pierwszych maszyn cyfrowych.

Jego rozwazania byly niejako ubocznym produktem badan dotyczacych ogodlnej teorii budowy
automatow.

Na ogot si¢ uwaza, ze kazdy obiekt wykonany przez automat jest mniej zlozony niZ on sam.
Przekonanie to wynika z faktu, ze automat zawiera pelny opis tworzonego obiektu, a procz tego
ma urzadzenia wykonawcze. PoniewaZz rozumiemy, ze zlozonos¢ opisu jest rowna zlozonosci
obiektu, to naturalnie zlozonos¢ automatu jest wieksza od zlozonosci obicktu o dodatkowa
ztozonos$¢ urzadzen wykonawezych. Czyli efektem dzialalnosci automatoéw moga by¢ jedynie
automaty prostsze, a co za tym idzie samoreprodukcja jest w Swiecie automatow niemozliwa.

Taki wniosek ucieszylby moze teologow, ale stoi w sprzecznosci z najbardziej oczywistymi
zjawiskami zachodzacymi w naturze. Pojecie automatu jest na tyle ogodlne, ze zawiera w sobie
rowniez organizmy zywe. A te potrafia si¢ rozmnazac! Malo tego, w trakcie ewolucji biologicznej
z gatunkow prymitywniejszych powstaja gatunki coraz bardziej zlozone. Czyli stopien zlozonosci
w trakcie ewolucji rosnie.

Mamy wigc wyrazny konflikt sugestywnych argumentow z oczywistoscia swiata zewngtrznego.
Zrodlem nieporozumienia jest brak precyzyjnej definicji pojecia zlozonosci obiektu. Zeby wykazaé¢
mozliwosé samoreprodukcji ograniczymy si¢ do klasy automatow skoficzonych zbudowanych

z elementow standardowych. Liczba elementow standardowych moze by¢ niewielka. Istotne jest
tylko to, zeby te elementy zapewnialy mozliwos¢ wbudowania do automatu dowolnych funkcji
logicznych oraz umozliwialy pewne dzialania mechaniczne. To znaczy powinno byé mozliwe
produkowanie automatéw przez inne automaty.



