
Zjawisko optyczne wywolane odbiciem swiatla od powierzchni wewnetrznej walca
zostalo opisane dawno - prawdopodobnie pierwszy uczynil to
Wielebny Hamnet Holditch w roku 1857. Jednakze zadowalajace wyjasnienie
efektu znajdujemy dopiero w pracach M. V. Berry'ego z polowy lat
siedemdziesiatych naszego wieku. U podstaw rozwazan Berry'ego lezy Teoria
Katastrof, sformulowana w roku 1965 przez wybitnego francuskiego matematyka
Rene Thoma. Sama nazwa "Teoria Katastrof" jest nieco mylaca. Teoria ta
niewiele ma wspólnego z katastrofami w potocznym tego slowa rozumieniu.
Chodzi raczej o zjawiska, w których stopniowym zmianom pewnych parametrów
zwanych parametrami kontrolnymi towarzysza nagle, ilosciowe i jakosciowe,
zmiany zachowania sie ukladu. Teoria Katastrof wywodzi sie z topologii czyli
dzialu matematyki zajmujacego sie niezmienniczymi ze wzgledu na ciaglosc
wlasnosciami zbiorów. W Teorii Katastrof zbiory te sa nazywanepowierzchniami
zachowania sie. Wszelkie zalamania powierzchni zachowania sie sa dla ukladu
"katastrofami". Mówiac inaczej - Teoria Katastrof zajmuje sie ksztaltami
powierzchni równowagi, przy czym "równowaga" moze byc rozumiana szeroko,
przykladowo: stany równowagi ukladów fizycznych opisywane sa przez
powierzchnie stalej energii w przestrzeni fazowej. Thom pokazal, ze dla
procesów o co najwyzej czterech parametrach kontrolnych istnieje tylko siedem
róznych katastrof elementarnych. Otrzymaly one poetyczne nazwy, zwiazane
z charakterystycznymi ksztaltami powierzchni zachowania sie: jaskólczy ogon,
motyl, wigwam itp. Dowód twierdzenia Thoma jest skomplikowany, gdyz wymaga
zastosowania analizy funkcjonalnej. Z drugiej strony, wnioski wynikajace z Teorii
Katastrof sa stosunkowo latwo zrozumiale, a potencjalne zastosowania, szczególnie
w biologii i socjologii - niezliczone. Tu postaramy sie omówic jedno
z zastosowan w odniesieniu do optyki.
Fizyka, jakiej uczymy sie w szkole, a nawet na studiach, fizyka Newtona,
Maxwella, Schrodingera i Einsteina wykorzystuje jedna z podstawowych wlasnosci
funkcji -- ich rózniczkowalnosc. Funkcje rózniczkowalne sa ciagle. Postulowane
równania rózniczkowe opisuja lepiej lub gorzej stany fizyczne ukladów.
Tymczasem rzeczywistosc, w której zyjemy, obfituje w zjawiska nieciagle! Jako
wygodny przyklad opiszemy i przeanalizujemy urzadzenie zwane od nazwiska
uczonego, który je wymyslil, "maszyna" Zeemana.

Dr Jakub TA TARK/EW /ez
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Sklada sie ona (rys. 1) z kola zamontowanego obrotowo na plaskiej podstawie
i dwu gumek przyczepionych w jednym punkcie blisko brzegu kola. Dlugosci gumek
nierozciagnietych powinny byc w przyblizeniu równe srednicy kola. Koniec jednej
z gumek przymocowano na stale do podstawy. Przez koniec drugiej przetknieto
olówek. Polozenie olówka na podstawie (para wspólrzednych kartezjanskich) jest
parametrem kontrolnym.
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Jesli zbudujecie sobie wlasna "maszyne" Zeemana, to latwiej Wam bedzie sledzic
dalszy ciag artykulu. Niech parametrem zachowania sie ukladu bedzie wychylenie
() kota spowodowane ruszaniem olówka po podstawie (rys.l). Przy wiekszosci
ruchów wychylenie bedzie zmienialo sie w sposób ciagly. Jednak przy odrobinie
cierpliwosci znajdziemy punkty, w których niewielkie przesuniecie olówka
wywoluje gwaltowny obrót kola. Zaznaczmy wszystkie takie punkty - otrzymamy
krzywa jak na rysunku 2, przypominajaca symbol koloru "karo" w kartach, lezaca
w osi symetrii "maszyny".

Rozwazmy dokladniej zachowanie sie "maszyny" wokól punktuK zbiegu ramion
jednego z "rozków" (rys. 3). Ruszajmy olówkiem tak, by jego tor przecinal oba
ramiona "rozka". W punkcieA nie obserwujemy osobliwosci w sposobie
poruszania sie kola, gdy tymczasem w punkcieB wykonywa ono nagly obrót.
W srodku miedzy punktami A i B zauwazamy dwa polozenia równowagi maszyny,
z których obsadzane jest zawsze blizsze punktu przekroczenia ramienia "rozka".
Przesuniecie olówka odB do A daje ze wzgledu na symetrie "maszyny" efekt
symetryczny. Korzystajac z prawa Hooke'a mozna wypisac wyrazenie na energie
potencjalna "maszyny". Zgodnie z zasada Hamiltona wszystkie uklady
fizyczne maja tendencje do zajmowania stanu o ekstremalnej energii (zwykle
minimalnej). Bedziemy wiec szukali ekstremów energii potencjalnej "maszyny".
W analizie matematycznej wykazuje sie, ze na ogól funkcje jednej zmiennej
mozna przyblizac przez nieskonczony szereg potegowy tej zmiennej,
nazywany rozwinieciem Taylora. Niestety, bez wnikania w Teorie Katastrof nie
mozemy uzasadnic, dlaczego ograniczenie rozwiniecia taylorowskiego energii
potencjalnej do rzedu czwartego jest poprawne. Pozostaje uwierzyc na slowo.

Nalezy jednak wiedziec, ze aparat matematyczny Teorii Katastrof okresla
dokladnie, od którego czlonu mozemy rozwiniecie obciac. Przyjmijmy dalej dla
uproszczenia rachunków, zex jest pewna pomocnicza funkcja liniowa kata
wychylenia () kola, ze uklad wspólrzednych kartezjanskicha i b polozenia olówka
zaczepiamy w punkcieK (rys. 4) wreszcie, ze jednostki dlugosci dobralismy takI
szczesliwie, by wspólczynnik przyx4 wynosil 4-' Otrzymujemy wtedy wyrazenie
na energie potencjalna z dokladnoscia do wyrazów stopnia czwartego:

V = u}. x4 + + ax2 +bx. Szukajmy ekstremum potencjalu ze wzgledu na

wspólrzedna x przyrównujac pochodna do zera:~f·= x3 + ax +b = O. Wiadomo,

ze liczba pierwiastków rzeczywistych równania trzeciego stopnia zalezy od znaku

jego wyróznika: D = .~;- +~~. Nie bedziemy analizowali wszystkich mozliwosci,

pozostawiajac obliczenia jako zadanie dla Czytelników. Zwrócmy tylko uwage,
ze "rozek" jest wykresem krzywej4a3 + 27b2 = O. Ksztalty potencjalu przy
poruszaniu olówkiem jak na rysunku 3 przedstawiaja rysunki 5 a-f. Wymuszony
ruch olówka powoduje przechodzenie "maszyny" do coraz to nowych polozen
o najnizszej energii; nagly skok nastepuje od punktu przegiecia do minimum
potencjalu (rys. 5d). Przy ruchu odA do B odbywa sie to w poblizu punktuB.

Dwa rózne stany równowagi w srodku "rozka" sa konsekwencja podwójnej jamki
potencjalu (rys. 5c), przy czym dla maszyny dostepny jest tylko jeden z dolków,
wyznaczony przez kierunek ruchu olówka.

Na koniec zostawilismy wykonanie rysunku, który jest symbolem Teorii
Katastrof. Zalózmy, ze prostopadle do powierzchni wyznaczonej przez parametry
kontrolne a i b (powierzchnia kontrolna) prowadzimy os parametru zachowania
sie x (rys. 6). Powierzchnia zlozona z wszystkich punktów, dla których pierwsza
pochodna energii potencjalnej jest równa zeru (powierzchnia o równaniux3 +
+ax+b = O w przestrzeni o wspólrzednych (x, a, b» jest pewnym odwzorowaniem
przestrzeni kontrolnej wRI• Nota bene w Teorii Katastrof zajmujemy sie zwykle
odwzorowaniem odwrotnym, gdyz interesujace sa punkty krytyczne powierzchni
kontrolnej. Dla "maszyny" Zeemana powierzchnia zachowania sie utworzona
jest z dwu slabo wygietych platów, odpowiadajacym obszarom poza "rozkiem".
Natomiast w obszarze "rozka" powierzchnia jest zawinieta w ksztalt "zakladki".
Na rysunku 6 pokazano, ze gdy zmieniamy polozenie olówka, czyli gdy zmieniamy
parametry kontrolne, to istnieje jednak pewna niedostepna czesc plaszczyzny
zachowania sie. Reprezentuje ona lokalne maximum energii potencjalnej (rys. 5c).
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Otrzymujemy parametryczne równanie krzywej znanej jakonefroida. Dalej optyka
geometryczna zawodzi. Próba wyliczenia natezenia swiatla w rogu nefroidy
prowadzi do nieskonczenie wielkich wartosci. Ale ksztalt nefroidy przypomina
"rozek" ... Rozwazmy zatem rodzine dróg promieni swietlnych wychodzacych
z punktu D (rys. 8) i odbitych od punktu o wspólrzednej pionowejy w kierunku
punktu (X, Y). Definiujemy rodzine jednoparametrowych funkcji,
sparametryzowanych wartosciay. Oczywiscie nie wszystkie drogi optyczne sa
mozliwe, w szczególnosci nie jest mozliwa droga przedstawiona na rysunku 8.
Zasada Fermata, bedaca optycznym odpowiednikiem wspomnianej juz zasady
Hamiltona, glosi, ze "swiatlo przebiegajac miedzy dwoma punktami wybiera droge,
do przejscia której potrzebny jest czas ekstremalny, zazwyczaj minimalny".

Poniewaz c= const, wiec zaleznosc na dlugosc dróg '!)ptycznych: ~;= O, musi
byc spelniona. PrzezP oznaczylismy dlugosc drogi swiatla pomiedzyD a punktem
(X, Y) z odbiciem od okregu. Jezeli polozenieD jest odpowiednio dalekie, to
oswietlenie mozna uwazac za równolegle. Niech -d bedziex-owa wspólrzedna

polozenia D, wtedy P = (d- ~ +VI-y2)+V(X+ ~ --VI-y2r+(;-y)<
Mozna obliczyc rozwiniecie funkcjiP do rzedu czwartego (skad to znamy?)
w punkcie y oraz pierwszego w(X, Y) otrzymujac:

Poza tym rozumiemy teraz dlaczego stan "maszyny" zalezy od drogi, jaka
posuwamy olówek. Ze wzgledu na ksztalt krzywej opisujacej zbiór punktów
krytycznych plaszczyzny kontrolnej ten typ katastrofy nazywamy "rozkowa".
W "maszynie" Zeemana mamy do czynienia z poczwórna katastrofa typu "rozka",
co obserwowalismy doswiadczalnie. Pierwsze zastosowania Teorii Katastrof
polegaly na doszukiwaniu sie "rozka" we wszystkich mozliwych zjawisk~ch.
Niespodziewanie okazalo sie, ze "zakladka" opisuje efekty zdawaloby sie
pojeciowo bardzo odlegle, jak statecznosc plywajacych wiez wiertniczych i ...
cenzura obyczajowa czasopism w rodzaju "Playboy'a". My tez, oczywiscie,
bedziemy dopatrywali sie we wspomnianym na wstepie zjawisku optycznym
katastrofy typu "rozka"; widac to przeciez golym okiem! Zacznijmy od
zastanowienia sie, dlaczego w ogóle cokolwiek tam widzimy? Obraz zawdzieczamy
ukosnie padajacym promieniom slonecznym, które odbite od wewnetrznej
powierzchni naczynia tworza na denku charakterystyczny obszar. Spróbujmy
wyznaczyc równanie kierunku promieni odbitych w rzucie na plaszczyzne denka.
Przy zalozeniu jednostkowego promienia walca otrzymujemy równanie:
(y-sine)cos2e = (x-cose)sin2e, (rys. 7a). Jasniejsza linia jest
obwiednia czyli tzw.powierzchnia kaustyczna (definicja w Encyklopedii Fizyki).
Intuicyjnie rozumiemy, dlaczego jest ona jasniejsza - patrzac wzdluz niej
widzimy, ze im blizej srodka tym wiecej promieni pada na coraz mniejsza
powierzchnie (rys. 7b). Równanie powierzchni kaustycznej (w tym przypadku jest
to linia) znajdujemy rózniczkujac powyzszy wzór wzgledemEl i rozwiazujac
wynikajace stad równania nax i y:

Nazwa, ,powierzchnia kaustyczna" przypomina
nazwe "soda kaustyczna" czyli zraca.
Promienie sloneczne zbierane przez soczewke
la powierzchni kaustycznej (bez uwzglednienia
aberacji jest to punkt) potrafia wypalic czyli
., wyzrec" otwór w materiale, na którym sa
skupiane.
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x = cose- -cosecos2e,2 y = sine- +cosesin 2e.
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Rys. 8

- l l
p = - 4 (1+5X)y4+ 2Yy3+Xy2-2Yy+(d+I-X).

Funkcja fi jest równoznaczna ze wzgledu nay w pewnym otoczeniu punktu(O, O)
z funkcja "rozka", tutaj konkretnie z -(x4 + ax2 +bx), gdzie a i b sa pewnymi
stalymi. Równoznacznosc jest gwarantowana przez jeden z najwazniejszych
lematów Teorii Katastrof. "Rozek" kaustyczny skierowany jest zgodnie
z kierunkiem wyznaczonym w optyce geometrycznej. Berry wykazal ponadto
w swoich pracach, korzystajac z "teorio-katastrofowej" zamiany calkowania po
"rozku" na calkowanie po "zakladce", ze natezenie swiatla w obszarze konca
"rozka" nawet w granicy fal krótkich jest skonczone. W dowodzie korzysta sie
z tzw. calki dyfrakcyjnej Fraunhofera. Tak wiec trzeba bylo z góra stu lat, by
fizyka i matematyka (a moze matematyka i fizyka?) zdolaly wyjasnic prosty,
wydawaloby sie, efekt optyczny. Swiadczy to niewatpliwie o meandrach
wspólczesnej nauki. Czy z chwila otrzymania poteznego narzedzia, jakim jest
Teoria Katastrof, nauka nie znajduje sie jednak u progu "jednolitej teorii
wszystkiego"??? .

Raczej nie (Red.)

10


