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O Teorii Katastrof

Dr Jakub TATARKIEW ICZ

Zjawisko optyczne wywolane odbiciem swiatla od powierzchni wewnetrznej walca
zostalo opisane dawno — prawdopodobnie pierwszy uczynit to

Wielebny Hamnet Holditch w roku 1857. Jednakze zadowalajace wyjasnienie
efektu znajdujemy dopiero w pracach M. V. Berry’ego z polowy lat
siedemdziesigtych naszego wieku. U podstaw rozwazan Berry’ego lezy Teoria
Katastrof, sformufowana w roku 1965 przez wybitnego francuskiego matematyka
René Thoma, Sama nazwa ,,Teoria Katastrof' jest nieco mylgca. Teoria ta
niewiele ma wspolnego z katastrofami w potocznym tego slowa rozumieniu.
Chodzi raczej o zjawiska, w ktorych stopniowym zmianom pewnych parametréw
zwanych parametrami kontrolnymi towarzysza nagle, ilosciowe 1 jakosciowe,
zmiany zachowania si¢ ukladu. Teoria Katastrof wywodzi si¢ z topologii czyli
dziatu matematyki zajmujacego si¢ niezmienniczymi ze wzglgdu na ciaglos¢
wilasnosciami zbiorow. W Teorii Katastrof zbiory te sa nazywane powierzchniami
zachowania sig. Wszelkie zalamania powierzchni zachowania sig sg dla uktadu
,.katastrofami. Méwiac inaczej — Teoria Katastrof zajmuje si¢ ksztaltami
powierzchni rownowagi, przy czym ,,rownowaga’ moze byé rozumiana szeroko,
przykladowo: stany rownowagi ukltadow fizycznych opisywane sa przez
powierzchnie stalej energii w przestrzeni fazowej. Thom pokazal, ze dla

procesow 0 co najwyzej czterech parametrach kontrolnych istnieje tylko siedem
roznych katastrof elementarnych. Otrzymatly one poetyczne nazwy, zwigzane

z charakterystycznymi ksztaltami powierzchni zachowania si¢: jaskolezy ogon,
motyl, wigwam itp. Dowod twierdzenia Thoma jest skomplikowany, gdyz wymaga
zastosowania analizy funkcjonalnej. Z drugiej strony, wnioski wynikajace z Teorii
Katastrof sa stosunkowo latwo zrozumiale, a potencjalne zastosowania, szczegolnie
w biologii i socjologii — niezliczone. Tu postaramy sig¢ omowic¢ jedno

z zastosowan w odniesieniu do optyki.

Fizyka, jakiej uczymy sie w szkole, a nawet na studiach, fizyka Newtona,
Maxwella, Schrodingera i Einsteina wykorzystuje jedng z podstawowych wlasnosci
funkcji — ich rozniczkowalnosé. Funkcje rozniczkowalne sa ciggle. Postulowane
rownania rézniczkowe opisuja lepiej lub gorzej stany fizyczne ukladow.
Tymczasem rzeczywmtosc w ktOl'ﬁ‘j zyjemy, obfituje w zjawiska nieciagle! Jako
wygodny przyklad opiszemy i przeanal;zu_]cmy urzgdzenie zwane od nazwiska
uczonego, ktory je wymyslil, ,,maszyna’ Zeemana.
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Rys. 1

Skiada si¢ ona (rys. 1) z kota zamontowanego obrotowo na plaskiej podstawie

i dwu gumek przyczepionych w jednym punkcie blisko brzegu kota. Dlugosci gumek
nierozciagnigtych powinny by¢ w przyblizeniu réwne srednicy kola. Koniec jednej

z gumek przymocowano na stale do podstawy. Przez koniec drugiej przetknigto
oléwek. Polozenie oléwka na podstawie (para wspolrzednych kartezjanskich) jest
parametrem kontrolnym.
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Rys. 6

Jesli zbudujecie sobie wlasna ,,maszyng™ Zeemana, to latwiej Wam bedzie sledzi¢
dalszy ciag artykulu. Niech parametrem zachowania si¢ ukladu bedzie wychylenie
@ kota spowodowane ruszanient olowka po podstawie (rys. 1). Przy wigkszosci
ruchéw wychylenie bgdzie zmienialo sie w sposdb ciagly. Jednak przy odrobinie
cierpliwosci znajdziemy punkty, w ktorych niewielkie przesunigcie olowka
wywoluje gwaltowny obrot kola. Zaznaczmy wszystkie takie punkty — otrzymamy
krzywa jak na rysunku 2, przypominajaca symbol koloru ,.karo™ w kartach, lezaca
w osi symetrii ,,maszyny’".

Rozwazmy dokladniej zachowanie sig ,,maszyny™ wokol punktu K zbiegu ramion
Jednego z ,,rozkow™ (rys. 3). Ruszajmy oléwkiem tak, by jego tor przecinal oba
ramiona ,,rozka”. W punkcie 4 nie obserwujemy osobliwosci w sposobie
poruszania si¢ kota, gdy tymczasem w punkcie B wykonywa ono nagly obrét.

W srodku migdzy punktami A i B zauwazamy dwa polozenia rownowagi maszyny,
z ktorych obsadzane jest zawsze blizsze punktu przekroczenia ramienia ,,rozka’.
Przesunigcie oldwka od B do A daje ze wzgledu na symetri¢ ,,maszyny™ efekt
symetryczny. Korzystajac z prawa Hooke'a mozna wypisa¢ wyraZenie na energie
potencjalna ,,maszyny"’. Zgodnie z zasadg Hamiltona wszystkie uklady

lizyczne majg tendencje do zajmowania stanu o ekstremalnej energii (zwykle
minimalnej). Bedziemy wigce szukali ekstreméw energii potencjalnej ,,maszyny"".
W analizie matematycznej wykazuje sig, ze na ogol funkcje jednej zmiennej
mozna przyblizac przez nieskoriczony szereg potegowy tej zmiennej,

nazywany rozwinigciem Taylora. Niestety, bez wnikania w Teori¢ Katastrof nie
mozemy uzasadni¢, dlaczego ograniczenie rozwinigcia taylorowskiego energii
potencjalnej do rzedu czwartego jest poprawne. Pozostaje uwierzy¢ na stowo.

Nalezy jednak wiedzie¢, ze aparat matematyczny Teorii Katastrof okresla
dokladnie, od ktorego czlonu mozemy rozwinigcie obeig¢. Przyjmijmy dalej dla
uproszezenia rachunkow, Ze x jest pewna pomocniczg funkcja liniowa kata
wychylenia @ kofa, Ze uklad wspolrzednych kartezjanskich a i b potozenia olowka
zaczepiamy w punkcie K (rys. 4) wreszcie, Ze jednostki dlugosci dobrali$my tak

1 ; ;
4 Otrzymujemy wtedy wyraZenie
na energi¢ potencjalng z dokladnoscia do wyrazow stopnia czwartego:

szezgsliwie, by wspolczynnik przy x* wynosit

I : .
V= i x4+ 3 ax?+bx. Szukajmy ekstremum potencjalu ze wzgledu na

; v _
wspolrzedng x przyrownujac pochodng do zera: d— = x3+ax+b = 0. Wiadomo,

dx

ze liczba pierwiastkow rzeczywistych réwnania trzeciego stopnia zalezy od znaku
3 2
a

jego wyrdznika: D = 57t 4 Nie bedziemy analizowali wszystkich mozliwosci,

pozostawiajgc obliczenia jako zadanie dla Czytelnikow. Zwroémy tylko uwage,
ze ,,rozek’’ jest wykresem krzywej 4a® +27b* = 0. Ksztalty potencjatu przy
poruszaniu otowkiem jak na rysunku 3 przedstawiaja rysunki 5 a—f. Wymuszony
ruch otowka powoduje przechodzenie ,,maszyny’” do coraz to nowych polozen

o najnizszej energii; nagly skok nastepuje od punktu przegigecia do minimum
potencjatu (rys. 5d). Przy ruchu od 4 do B odbywa si¢ to w poblizu punktu B.

Dwa rézne stany réwnowagi w srodku ,,rozka™ sa konsekwencja podwajnej jamki
potencjatu (rys. 5¢), przy czym dla maszyny dostgpny jest tylko jeden z dotkdw,
wyznaczony przez kierunek ruchu oléwka.

Na koniec zostawiliSmy wykonanie rysunku, ktory jest symbolem Teorii

Katastrof. Zalézmy, ze prostopadle do powierzchni wyznaczonej przez parametry
kontrolne @ i b (powierzchnia kontrolna) prowadzimy o§ parametru zachowania
sig x (rys. 6). Powierzchnia zlozona z wszystkich punktow, dla ktérych pierwsza
pochodna energii potencjalnej jest rGwna zeru (powierzchnia o réwnaniu x3 +
+ax+b = 0 w przestrzeni o wspotrzednych (x, a, b)) jest pewnym odwzorowaniem
przestrzeni kontrolnej w R'. Nota bene w Teorii Katastrof zajmujemy si¢ zwykle
odwzorowaniem odwrotnym, gdyz interesujace sa punkty krytyczne powierzchni
kontrolnej. Dla ,,maszyny™ Zeemana powierzchnia zachowania si¢ utworzona

jest z dwu slabo wygietych platéw, odpowiadajacym obszarom poza ,,rozkiem’’.
Natomiast w obszarze ,,rozka” powierzchnia jest zawinigta w ksztalt ,,zakladki’’.
Na rysunku 6 pokazano, Ze gdy zmieniamy polozenie otowka, czyli gdy zmieniamy
parametry kontrolne, to istnieje jednak pewna niedostgpna cze$é plaszczyzny
zachowania si¢. Reprezentuje ona lokalne maximum energii potencjalnej (rys. 5c).



MNazwa ,,powierzchnia kaustyczna" przypomina
nazwe ,,soda kaustyczna® czyli Zrgca.
Promienic sloneczne zbierane przez soczewke
m powierzehni kaustycznej (bez uwzglednienia
aberaciji jest to punkt) potrafiag wypali¢ czyli
wyzred' otwdr w materiale, na kidrym sg
skupiane,
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Rys. 8

Poza tym rozumiemy teraz dlaczego stan ,,maszyny’’ zalezy od drogi, jaka
posuwamy oléwek. Ze wzgledu na ksztalt krzywej opisujacej zbiér punktéw
krytycznych plaszczyzny kontrolnej ten typ katastrofy nazywamy ,,rozkowa”".

W ,.maszynie’”” Zeemana mamy do czynienia z poczworng katastrofg typu ,,rozka”,
co obserwowalismy doswiadczalnie. Pierwsze zastosowania Teorii Katastrof
polegaty na doszukiwaniu si¢ ,,rozka’ we wszystkich mozliwych zjawiskach.
Niespodziewanie okazalo sig, ze ,,zakladka™ opisuje efekty zdawaloby si¢
pojeciowo bardzo odlegle, jak statecznosé plywajacych wiez wiertniczych i ...
cenzura obyczajowa czasoplsm w rodzaju ,,Playboy’a’. My tez, oczywiscie,
bedziemy dopatrywali si¢ we wspomnianym na wstepie zjawisku optycznym
katastrofy typu ,,rozka’; wida¢ to przeciez golym okiem! Zacznijmy od
zastanowienia sie, dlaczego w ogole cokolwiek tam widzimy? Obraz zawdzigczamy
ukosnie padajacym promieniom slonecznym, ktére odbite od wewnetrznej
powierzchni naczynia tworza na denku charakterystyczny obszar. Sprobujmy
wyznaczy¢ rownanie kierunku promieni odbitych w rzucie na plaszczyzne denka.
Przy zalozeniu jednostkowego promienia walca otrzymujemy réwnanie:
(y—sin®)cos26 = (x—cos@)sin26, (rys. 7a). Jasniejsza linia jest

obwiednia czyli tzw. powierzchnig kaus!ycznq (def:nlc_]a w Encyklopedii Flzykn)
Intuicyjnie rozumiemy, dlaczego jest ona jasniejsza — patrzac wzdluz niej
widzimy, ze im blizej $rodka tym wigcej promieni pada na coraz mniejsza
powierzchnie (rys. 7b). Réwnanie powierzchni kaustycznej (w tym przypadku jest
to linia) znajdujemy rézniczkujac powyzszy wzor wzgledem O i rozwiazujac
‘wynikajace stad réwnania na x i y:

x =cos®— %cos @cos 20, y = sin@— %cos@sin 20,

Otrzymujemy parametryczne rownanie krzywej znanej jako nefroida. Dalej optyka
geometryczna zawodzi. Proba wyliczenia nateZzenia Swiatla w rogu nefroidy
prowadzi do nieskonczenie wielkich wartosci. Ale ksztalt nefroidy przypomina
»rozek’ ... RozwaZzmy zatem rodzing drog promieni swretlnych wychodzacych

z punktu D (rys. 8) i odbitych od punktu o wspoéirzednej pionowej y w kierunku
punktu (X, ¥). Definiujemy rodzing jednoparametrowych funkcji,
sparametryzowanych wartoscig y. Oczywiscie nie wszystkie drogi optyczne s3
mozliwe, w szczegoOlnosci nie jest mozliwa droga przedstawiona na rysunku 8.
Zasada Fermata, bedaca optycznym odpowiednikiem wspomnianej juz zasady
Hamiltona, glosi, ze ,,$wiatto przebiegajac migdzy dwoma punktami wybiera droge,
do przejscia ktorej potrzebny jest czas ekstremalny, zazwyczaj minimalny”’.
Poniewaz ¢ = const, wigc zalezno$¢ na dlugos¢ drog optycznych: g—f = 0, musi
by¢ spelniona. Przez P oznaczyliSmy diugos¢ drogi swiatla pomigdzy D a punktem
(X, Y) z odbiciem od okregu. J ezeli polozenie D jest odpowiednio dalekie, to
oswietlenie mozna uwazaé za rownolegle. Niech —d bgdzm x-owa wspolrzedna

pol’oZen1aD,wtedyP=(d~ §~+]/1~y )+ "/( +—~—]/1~— )+(Y 3.

Mozna obliczyé¢ rozwinigcie funkcji P do rzedu czwartego (skad to znamy?)
w punkcie y oraz pierwszego w (X, Y) otrzymujgc:

-~

1§
F=— (145K + % Yy® 4+ Xp?—2Yp+ (d+1-X).

Funkcja P jest réwnoznaczna ze wzgledu na y w pewnym otoczeniu punktu (0, 0)
z funkcja ,,rozka’, tutaj konkretnie z — (x* +ax?+ bx), gdzie a i b sa pewnymi
stalymi. Réwnoznacznos¢ jest gwarantowana przez jeden z najwazniejszych
lematow Teorii Katastrof. ,,Rozek’ kaustyczny skierowany jest zgodnie

z kierunkiem wyznaczonym w optyce geometrycznej. Berry wykazal ponadto

w swoich pracach, korzystajgc z ,,teorio-katastrofowej’’ zamiany calkowania po
,,Tozku’” na catkowanie po ,,zakladce’, ze natezenie $wiatla w obszarze konca
,,Tozka' nawet w granicy fal krotkich jest skonczone. W dowodzie korzysta sig
z tzw. caltki dyfrakcyjnej Fraunhofera. Tak wigc trzeba bylo z gora stu lat, by
fizyka i matematyka (a moze matematyka i fizyka?) zdolaly wyjasni¢ prosty,
wydawaloby sie, efekt optyczny. Swiadczy to niewatpliwie o meandrach
wspélczesnej nauki. Czy z chwilg otrzymania potgZnego narzedzia, jakim jest
Teoria Katastrof, nauka nie znajduje sig Jednak u progu ,,jednolitej teorii

wszystkiego™ 77?
Raczej nie (Red.)



