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O iteracji przejS¢ granicznych

Dr Zbigniew SAWON

Whprowadzenie

W Analizie Matematycznej wiele pojgé wprowadza si¢ przy uzyciu przej$é¢ granicznych. Tak
postepujemy okreslajac np. cigglosé funkceji w punkcie, rézniczkowalnosé funkeji w punkcie,
calkowalnos¢ w sensie Riemanna itd. Nieraz przy praktycznych zastosowaniach lub w trakcie
przeprowadzania dowodow twierdzen pojawia sig konieczno$¢ zastosowania przejscia granicznego
do ciagu elementow, przy okresleniu ktorych zastosowano juz w sposob mniej lub bardziej
zakamuflowany przejicie graniczne. W ten sposob mamy do czynienia z iteracyjnym procesem
granicznym, w ktorym kolejnos¢ wykonywania tych przejs¢ granicznych jest z gory okreslona.
Wykonanie ich w innej kolejnosci moze dac¢ po prostu inny wynik.

Zachodzi wiec koniecznos¢ zbadania, kiedy wynik takiego iteracyjnego procesu granicznego
zalezy istotnie od kolejnosci wykonywania tych przejsc i jezeli zalezy, to rzecza niezwykle wazng
jest znalezienie warunkow koniecznych, dostatecznych lub najlepiej jednoczesnie koniecznych

i dostatecznych, gwarantujacych niezaleznos¢ wyniku od kolejnosci wykonania przejé¢ granicznych.
W ten sposob powstaly znane z Analizy twierdzenia, np. twierdzenie o rdiniczkowaniu wyraz za
wyrazem ciggu funkcyjnego, lub twierdzenie o przejiciu z granicq pod znak calki.

Rozpatrzmy dwa przykiady.

Przyklad 1. Na przedziale domknigetym [0, 1] okreslamy funkcje f;, f>, f3, ... nastepujaco

l—nx gdy0O<x<l/n

f"(x)z{o gdy I/n< x < 1.

Typowy wykres funkcji f» widzimy =a rysunku obok. Dla kazdego x € [0, 1] ciag liczb (/u(x))

jest zbiezny do liczby f5(x), gdzie :
1 dlax=0

f“(x)_{o dla0<x<1.

Niech teraz ciag liczb x« z przedziatu (0, 1] bedzie zbiezny do zera. Mamy wowczas

lim lim fi(x¢) = lim fo(x,) = 0, natomiast
k—rco n—eon— k=+c0

lim lim fo(x) = lim £,(0) = 1.

n=sco k—soo n—o0

i widzimy, ze istotnie wynik zalezy od kolejnosci wykonywania przej$¢ granicznych. Analizujac
dokladniej powyzszy przykiad stwierdzimy z latwoscia, ze w zasadzie wykazalismy tylko
nieciaglos¢ funkcji f; w punkcie x = 0.

Przyklad 2. Problem, jaki sobie stawiamy, to wyliczenie granicy
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Oczywiscie najprosciej byloby napisaé
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ale czy wolno nam bylo zamfeni¢ kolejno$¢ przejsé granicznych? W tym przypadku tak, gdyz dla
kazdego naturalnego k mamy X

oo
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a szereg po prawej stronie tej rownosci jest k-ta reszia zbieznego szeregu naprzemiennego
oo
(=1" : A )
- ; a wigc granica tych sum, przy k — co, jest rOwna zeru.

n=1 n



Zbieinoé¢ punktowa cizgu funkeyjnego. Jezeli

dla kaidego punktu x obszaru okreslonosci
funkeji fo, f1, f2, S5, -.. mamy

folx) = lim fa(x),

H—+00

to méwimy, Ze ciag Lfn):ll jest punktowo

zbietny do swojej granicy fu. Symbolicznie

f=fe /\ AN /\ D=1 <e.

x >0 N n>N

Podana w tekécie definicie jednostajnej

zhieznodci moina zas symbolicznie zapisaé tak

fazzfe AN\//\ /\ Va@-f)) <

e>0N x n>N

(zwrdémy uwage na kolejnosé
kwanty{ikatoréw).

Przestrzen meiryczng nazywamy zwarld,
jekeli kazdy ciag punkidw tej przestrzeni
zawiera podeiag zbieiny, Podprzestrzenie
zwarte przestrzeni euklidesowej to zbiory
domknigte i ograniczone, W szczegdlnosci
jest tak dla podzbiorow prostej liczbowe].
Przestrzenie lokalnie zwarte to przestrzenie
metryczne, w ktdrych kaidy punkt ma
otoczenie, ktérego domkniecie jest zwarte.
Przestrzenic euklidesowe i wszystkie ich
podprzesirzenie (w szczegdlnosel prosta
liczbowa i wszystkie jej podzbiory) sq
lokalnie zwarte.

1. Problem poruszony w przykladzie 1, dotyczacy mozliwosci zamiany kolejnosci przejs¢
granicznych jest szczegdlnym przypadkiem szerszego zagadnienia, ktére mozna opisa¢
nastgpujaco:
Niech S bedzie przestrzenia metryczna i niech so € S. Dany jest ciag (£, | funkcji ciaglych
okreslonych na S taki, ze dla kazdego s € S ciag liczb f,(s) jest zbiezny do pewnej liczby fo(s).
Czy i kiedy funkcja f; jest ciaglta w punkcie 5,? Z ewentualnej pozytywnej odpowiedzi na to
pytanie wynika, Ze

lim lim (f(x) = lim lim fa(xd),

k—o p—wo n—+w k-

bo obydwie ,,podwojne granice” sa rowne fo(so).

W Analizie matematycznej czgsto latwiejsze do zbadania niz ,,lokalne™ sq problemy globalne,
moéwiace co§ o wlasnosciach funkcji na calym zbiorze okreslonosci. Tak samo i my podamy
pewne warunki ciagtosci funkcji f, w kazdym punkcie zbioru przestrzeni metrycznej S. Jak
widzieliémy w przykladzie 1 ,,punktowa” zbiezno$¢ ciagu funkcji ciaglych weale nie gwarantuje,
ze funkcja graniczna jest ciagla. Proponujemy Czytelnikowi rozwazy¢ takze przypadek ciggu
funkcji f,(x) na przedziale [0, 1] okre§lonych wzorem f,(x) = x".

Przypuéémy teraz, ze ciag f funkcji na S jest ,,punktowo” zbiezny do funkcji fo i ze dla kazdego
naturalnego n liczba

Oy = sup | fa(5)—fo(s5)]

jest skoriczona; ma to miejsce np. w przypadku, gdy funkcja f; jest ciagha. Moze si¢ zdarzyc, ze
8, — 0.

Moéwimy wowczas, ze ciag funkcji f, jest jednostajnie zbiezny na S do f; i zapisujemy to
symbolicznie tak:

fi=fo mas.
Z naszych definicji wynika, ze

Jezeli fo (n = 1,2, 3, ...) sa funkcjami na zwartej przestrzeni S i fu = fo na S, to fo jest
funkcja ciagla. Krocej: granica jednostajnie zbieinego ciggu funkcji ciqglych jest ciqgla.
Wracajac do przykladu 1 z tatwoscia obliczymy, Ze tam §, = 1.

Przyklad 3. Rozwazmy ciag funkcyjny

X)) = x"1—x"), xe€[0,1,n=1,2,3, ...

Oczywiscie jest on zbiezny punktowo do funkcji zerowej, a wigc ciaglej. Ale Oy=

= sup [x"(1—x")| =1/ VZ — 1, tj. ciag nasz nie jest do swojej granicy zbiezny jednostajnie.
xef0,1]

Widzimy zatem, ze zbieznoé¢ jednostajna jest warunkiem dostatecznym ciaglosci funkcji
granicznej, ale nie warunkiem koniecznym. Pewne warunki konieczne i dostateczne sformutowat
Arzeld i sa zwiazane z tzw. zbieznoscia quasijednostajna:

Méowimy, ie cigg (fu)q | funkcji ciqglych okreslonych na S jest quasijednostajnie zbiezny do swojej
granicy punktowej fo na S, jezeli dla kazdego € > 0 i kazdego naturalnego ny istnieje skoriczona
liczba wskaznikow ny < ny < ... < ng wigkszych od ny i takich, ze dla kazdego s € zachodzi

min [/ (s)—fo(s)| < e.
1<i<k
Zapisujemy to symbolicznie tak: f, :q.*f na 5. Oczywiscie ciag zbiezny jednostajnie jest zbiezny
quasijednostajnie (dlaczego?) Twierdzenie Arzeli méwi, ze jezeli fu(s) — fo(s) dla kazdego
punktu s zwartej przestrzeni metrycznej S i jezeli fu sa funkcjami cigglymi, to /o jest funkcja
ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy f, - fo na S. Istotna rzecza w twierdzeniu tym jest zatozenie
zwartoéci przestrzeni S. Twierdzenia tego typu dla przestrzeni metrycznych innych niz zwarte
i lokalnie zwarte nie sq autorowi znane.

II. Granica punktowa ciagu funkcji ciaglych okreslonych na S, jak juz wiemy, nie musi byé
funkcja ciagla. Powstaje w zwigzku z tym pytanie: Jaka funkcje okreslong na § mozna
przedstawi¢ jako granice punktowa ciagu punktowo zbieznego funkcji ciaglych? Inaczej: jak
scharakteryzowaé ,,punktowe” granice ciggéw funkcji ciagtych? Dokiadne zbadanie tego
zagadnienia wymaga wprowadzenia pewnej klasyfikacji funkcji okreslonych na przestrzeni
metrycznej S.
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Dzielimy mianowicie funkcje na klasy Baire’a w nastepujacy sposob:

i) do zerowej klasy Baire'a zaliczamy funkcje ciagle,

ii) do k-tej klasy Baire’a (k = 1) na § zaliczamy granice punktowo zbieznego ciggu funkcji
klasy k—1 (nie nalezace do [l-tej klasy dla [/ < k).

Przyklad 4. Funkcja f; z przykladu 1 jest funkcja pierwszej klasy Baire’a na [0, 1].

Przyklad 5. Wykazemy, ze pochodna rézniczkowalnej funkcji /2 [0, 1] — R jest funkcja co
najwyzej pierwszej klasy Baire’a na tym przedziale. Rozszerzmy najpierw funkcje f/ do funkcji F
rozniczkowalnej na przedziale [0, 2] np. wzorem

{f(x) dla xe[0,1]
F(x)=
S+ x—1)f'(x) dla xe]l,2]
(p. rysunek obok). Oczywiscie
fi(x) dla 0<x<1
) da 1sx<2.
Jezeli przyjmiemy teraz dla xe [0,1]in=1,2,3, ...
Si(x) = a(Fx+1/n)— F(x))

to latwo wykazemy, ze funkcje f; sa ciagle i f,(x) — f'(x) dla kazdego x € [0, 1], tzn. cigg
funkcji £, jest punktowo zbiezny do granicy f’.

y F'(x) = {

Przyklad 6. Funkcja charakterystyczna zbioru liczb wymiernych zawartych miedzy O a 1
1 gdy x € [0, 1] jest liczbag wymierng

fali= { 0 gdy x € [0, 1] jest liczba niewymierna

jest — jak latwo sprawdzi¢ — granicg nastepujacego punktowo zbieznego ciggu:

So(x) = lim lim (cos2mn! x)**
n-—sm k—w

i jest wobec tego funkcja co najwyzej drugiej klasy Baire’a.

Wazng wlasnos¢ funkcji pierwszej klasy Baire'a opisuje nastepujgce twierdzenie:

Kazida funkcja pierwszej klasy Baire’a okreflona na zwartej przestrzeni metrycznej S ma
przynajmniej jeden punkt cigglosci. Z twierdzenia tego wynika natychmiast, ze funkcja

z poprzedniego przykladu nie jest pierwszej klasy.

Sa twierdzenia podajace warunki konieczne i dostateczne przynaleznosci danej funkcji do
okreslonej klasy Baire’a. W sformulowaniach tych twierdzen wystepuja pojecia zwigzane ze
strukturg topologiczng przestrzeni S. Przytoczenie tych twierdzen wykraczaloby poza ramy tego
artykuhu.

Na zakorniczenie autor chciatby poda¢ kilka uwag o ,.Bogactwie“ klas Baire’a. I one sa w pewnym
sensie zwiazane ze struktura topologiczna przestrzeni zwartej S.

1) Jezeli S sklada sie ze skoficzonej liczby punktow, to oczywiscie kazda funkcja na § jest ciggla
i odwrotnie: jezeli S jest takg zwarta przestrzenia metryczna, ze kazda funkcja okreslona na §
jest na S ciagla, to przestrzen S ma tylko skonczona liczbe punktow. Na takiej przestrzeni
wszystkie funkcje sa zerowej klasy Baire’a.

2) Niech S sklada sie z liczby 0 i liczb postaci 1/n, n = 1, 2, 3, .... Funkcja okre§lona wzorem
f(1/n) = ay, f(0) = a, jest ciggla na § wiedy i tylko wtedy, gdy a, = lim a,. Jezeli wybierzemy

LB ]
ap # lim a,, to otrzymamy funkcjg nieciggly. Ale gdy
n=+00

a; dian=1,2;...,k
g dian > k

Sln) = {

oraz fi(0) = ao

to fi sa juz ciagle na S oraz zbiezne punktowo do f,. Widzimy zatem, Ze na takiej przestrzeni §
kazda funkcja jest co najwyzej pierwszej klasy Baire’a, Mozna wykazaé, ze podobnie jest dla
dowolnych przeliczalnych zwartych przesirzeni metrycznych. Autorowi nie wiadomo, czy
prawdziwe jest twierdzenie odwrotne: Jezeli S jest taka przestrzenia metryczng zwarta, ze kazda
funkcja o wartosciach rzeczywistych na S jest albo ciggla albo pierwszej klasy Baire'a, to S jest
zbiorem przeliczalnym.

3) Gdy § jest odcinkiem [0, 1], to istnieja funkcje dowolnie wysokich klas Baire’a na S a takze
funkcje, ktore nie sg zadnej klasy Baire'a.
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