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Wprowadzenie

Twierdzenie o rózniczkowaniu" wyraz za
wyrazem" szeregu potegowego: Jezeli funkcje

In sa r6zniczkowalne W pewnym przedziale
00

(a. b) a szereg ~ In(x) jest w tym przedziale
n=1

zbiezny jednostajnie. to jego sumalo (x) jest

takze funkcja rózniczkowalna w tym
przedziale i

00

. ~.hW=~hW.
n=]

W Analizie Matematycznej wiele pojec wprowadza sie przy uzyciu przejsc granicznych. Tak

postepujemy okreslajac np. ciaglosc funkcji w punkcie, rózniczkowalnosc funkcji w punkcie,
calkowalnosc w sensie Riemanna itd. Nieraz przy praktycznych zastosowaniach lub w trakcie

przeprowadzania dowodów twierdzen pojawia sie koniecznosc zastosowania przejscia granicznego
do ciagu elementów, przy okresleniu których zastosowano juz w sposób mniej lub bardziej
zakamuflowany przejscie graniczne. W ten sposób mamy do czynienia z iteracyjnym procesem
granicznym, w którym kolejnosc wykonywania tych przejsc granicznych jest z góry okreslona.
Wykonanie ich w innej kolejnosci moze dac po prostu inny wynik.
Zachodzi wiec koniecznosc zbadania, kiedy wynik takiego iteracyjnego procesu granicznego
zalezy istotnie od kolejnosci wykonywania tych przejsc i jezeli zalezy, to rzecza niezwykle wazna
jest znalezienie warunków koniecznych, dostatecznych lub najlepiej jednoczesnie koniecznych
i dostatecznych, gwarantujacych niezaleznosc wyniku od kolejnosci wykonania przejsc granicznych.
W ten sposób powstaly znane z Analizy twierdzenia, np.twierdzenie o rózniczkowaniu wyraz za
wyrazem ciagu lunkcyjnego,lub twierdzenie o przejsciu z granica pod znak calki.

Rozpatrzmy dwa przyklady.

Przyklad 1. Na przedziale domknietym [O,1] okreslamy funkcjel, '/2 '/3, ...nastepujaco

Typowy wykres funkcji In widzimy "la rysunku obok. Dla kazdegox E [O, 1] ciag liczb (J.(x))
jest zbiezny do liczbylo (x), gdzie .

Twierdzenie o przechodzeniu do granicy pod
znakiem calki: Jezeli funkcjeIn sa cal kowalne

na pewnym przedziale (a. b) i ciag

(fn);: I jest zbiezny jednostajnie, to

funkcja graniczna lo jest tez calkowalna i

b b

r lo(x)dx = lim r In (x) dx .J n-+oo J
a a

lix) = {~- nx

gdyO.;; x';; l/n

gdyl/n';;x';;1.

lo(x) = {~
dlax=O

dla O< x.;; 1.

Niech teraz ciag liczbXk z przedzialu (O,1] bedzie zbiezny do zera. Mamy wówczas

Iim lim In(xk) = lim In(O) = 1.
n-lOO k-+oo n-lOO

i widzimy, ze istotnie wynik zalezy od kolejnosci wykonywania przejsc granicznych. Analizujac
dokladniej powyzszy przyklad stwierdzimy z latwoscia, ze w zasadzie wykazalismy tylko
nieciaglosc funkcjilo w punkcie x = O.

natomiastlim lim In(xk) = lim lo(xk) = O,
k-lOO n-+oo- k-lOO

x

Przyklad 2. Problem, jaki sobie stawiamy, to wyliczenie granicy

ale czy wolno nam bylo zamienic kolejnosc przejsc granicznych? W tym przypadku tak, gdyz dla
kazdego naturalnegok mamy
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Oczywiscie naj prosciej byloby napisac

a szereg po prawej stronie tej równosci jest k-ta reszta zbieznego szeregu naprzemiennego

~ (_l)n .. h k .•~ ---- ; a WieCgramca tyc .sum, przy --> 00, Jest rowna zeru.
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I. Problem poruszony w przykladzie l, dotyczacy mozliwosci zamiany kolejnosci przejsc
granicznych jest szczególnym przypadkiem szerszego zagadnienia, które mozna opisac
nastepujaco:

Niech S bedzie przestrzenia metryczna i niechSo E S. Dany jest ciag(fn)~ I funkcji ciaglych

okreslonych na S taki, ze dla kazdegos E S ciag liczbIn(s) jest zbiezny do pewnej liczbylo(s).

Czy i kiedy funkcja lo jest ciagla w punkcieso?Z ewentualnej pozytywnej odpowiedzi na to
pytanie wynika, ze

lim lim (fn(Xk» = lim lim In (Xk),
k-+oo n--.oo n-+oo k-+oo

bo obydwie "podwójne granice" sa równelo (So).

W Analizie matematycznej czesto latwiejsze do zbadania niz "Iokalne" sa problemy globalne,

mówiace cos o wlasnosciach funkcji na calym zbiorze okreslonosci. Tak samo i my podamy
pewne warunki ciaglosci funkcjilo w kazdym punkcie zbioru przestrzeni metrycznej S. Jak
widzielismy w przykladzie 1 "punktowa" zbieznosc ciagu funkcji ciaglych wcale nie gwarantuje,
ze funkcja graniczna jest ciagla. Proponujemy Czytelnikowi rozwazyc takze przypadek ciagu
funkcji In (X) na przedziale [0,1] okreslonychwzoreml.(x) = xn.

Zbieznosc punktowa ciagu funkcyinego. Jezeli
dla kazdego punktux obszaru okreslonosci
funkcjifo.f •• f,.f, •... mamy

fo(x} = lim fn(x}.
n ...•00

Przypuscmy teraz, ze ciagl. funkcji na S jest "punktowo" zbiezny do funkcjilo i ze dla kazdego
naturalnego n liczba

15n = sup II.(s)- lo (s) I
seS

to mówimy. ze ciag(fn)~ I jest punktowo

zbiezny do swojej granicyfo. Symbolicznie

fn ...• f<>A A V A Ifn<x}-f(x} I <E.
x E>O N n>N

Podana w tekscie definicje jednostajnej
zbieznosci mozna zas symbolicznie zapisac tak

jest skonczona; ma to miejsce np. w przypadku, gdy funkcjalo jest ciagla. Moze sie zdarzyc, ze

I5n -+ O.

Mówimy wówczas, ze ciag funkcjiIn jest jednostajnie zbieznyna S dolo i zapisujemy to
symbolicznie tak:

l. ~ lo na S.

fn ~f <> A V/\ A Ifn(X} - f(x)l < F
<>0 N x n>N

(zwrócmy uwage na kólejnosc
kwantyfikatorów).

Z naszych definicji wynika, ze

Jezeli In (n = 1,2,3, ... ) sa funkcjami na zwartej przestrzeni Si/n ::::::10 na S, to lo jest
funkcja ciagla. Krócej: grunica jednostr.jnie zbieznego ciagu lunkcji ciaglych jest ciagla.
Wracajac do przykladu 1 z latwoscia obliczymy, ze tamI5n = 1.

min I[",(s)-/o(s)1 < 6.
l~i~k .

Oczywiscie jest on zbiezny punktowo do funkcji zerowej, a wiec ciaglej. Ale<5n =
= sup Ixn(1-xn) I = l/j!Z -+ 1, tj. ciag nasznie jest do swojej granicy zbieznyjednostajnie.

xero. t]

II. Granica punktowa ciagu funkcji ciaglych okreslonych na S, jak juz wiemy, nie musi byc
funkcja ciagla. Powstaje w zwiazku z tym pytanie: Jaka funkcje okreslona na S mozna
przedstawic jako granice punktowa ciagu punktowo zbieznego funkcji ciaglych? Inaczej: jak
scharakteryzowac "punktowe" granice ciagów funkcji ciaglych? Dokladne zbadanie tego
zagadnienia wymaga wprowadzenia pewnej klasyfikacji funkcji okreslonych na przestrzeni
metrycznej S.

X E [O, 1], n = 1, 2, 3, ...

Przyklad 3. Rozwazmy ciag funkcyjny

In(x) = xn(l_xn),

Zapisujemy to symbolicznie Oik:in -;; Ina S. Oczywiscie ciag zbiezny jednostajnie jest zbiezny

quasijednostajnie (dlaczego?) Twierdzenie Arzeli mówi, ze jezeli[,,(s) -+ lo(s) dla kazdego
punktu s zwartej przestrzeni metrycznej S i jezeliin sa funkcjami ciaglymi, tolo jest funkcja

ciagla wtedy i tylko wtedy, gdyIn -;; lo na S. Istotna rzecza w twierdzeniu tym jest zalozenie
zwartosci przestrzeni S. Twierdzenia tego typu dla przestrzeni metrycznych innych niz zwarte
i lokalnie zwarte nie sa autorowi znane.

Widzimy zatem, ze zbieznosc jednostajna jest warunkiemdostatecznymciaglosci funkcji

granicznej, ale nie warunkiemkoniecznym. Pewne warunki konieczne i dostateczne sformulowal
Arzehi i sa zwiazane z tzw. zbieznoscia quasijednostajna:

Mówimy, ze ciag(1.)';= I lunkcji ciaglych okreslonych naSjest quasijednostajnie zbiezny do swojej

granicy punktowej lo na S, jezeli dla kazdego6 > O i kazdego naturalnego no istnieje skonczona

liczba wskazników nt< n, < ... < nk wiekszych od noi takich, ze dla kazdego sE Szachodzi

Przestrzen metryczna nazywamy zwartq,

jezeli kazdy ciag punktów tej przestrzeni
zawiera podciag zbiezny. Podprzestrzenie

zwarte przestrzeni euklidesowej to zbiory
domkniete i ograniczone. W,szczególnosci

jest tak dla podzbiorów prostej liczbowej.
Przestrzenie lokalnie zwarte to przestrzenie

metryczne. w których kazdy punkt ma
otoczenie, którego domkniecie jest zwarte.
Przestrzenie euklidesowe i wszystkie ich

podprzestrzenie (w szczególnosci prosta
liczbowa i wszystkie jej podzbiory) sa
lokalnie zwarte.
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Dzielimy mianowicie funkcje na klasy Baire'a w nastepujacy sposób:
i) do zerowej klasy Baire'a zaliczamy funkcje ciagle,

ii) do k-tej klasy Baire'a (k ;;;. 1) na S zaliczamy granice punktowo zbieznego ciagu funkcji
klasy k-l (nie nalezace do l-tej klasy dlaI < k).

Przyklad 4. Funkcjafo z przykladu l jest funkcja pierwszej klasy Baire'a na [0, l].

Przyklad S. Wykazemy, ze pochodna rózniczkowalnej funkcjif: [0, l] -+ R jest funkcja co
najwyzej pierwszej klasy Baire'a na tym przedziale. Rozszerzmy najpierw funkcjef do funkcji F
rózniczkowalnej na przedziale [0,2] np. wzorem

{f(X) dla x E [0, l]
F(x) =

f(l)+ (x-l)f'(x) dla x E [1,2]

(p. rysunek obok). Oczywiscie

• F(x) = {f'(X) dlaf(1) dla

O""X"" l
l ""X"" 2.

Jezeli przyjmiemy teraz dlax E [0, l] i n = 1,2,3, 000

i jest wobec tego funkcja co najwyzej drugiej klasy Baire'a.

Przyklad 6. Funkcja charakterystyczna zbioru liczb wymiernych zawartych miedzy°a l

00 oF lim an, to otrzymamy funkcje nieciagla. Ale gdy
n->oo

dla n = l, 2, ... ,k
dla n> k

gdy x E [0, l] jest liczba wymierna

gdy x E [0, -1] jest liczba niewymierna

h(1/n) = { anao

fo(x) = {~

oraz fk(O) = ao

to fi. sa juz ciagle na S oraz zbiezne punktowo dofo o Widzimy zatem, ze na takiej przestrzeni S
kazda funkcja jest co najwyzej pierwszej klasy Baire'a. Mozna wykazac, ze podobnie jest dla
dowolnych przeliczalnych zwartych przestrzeni metrycznych. Autorowi nie wiadomo, czy
prawdziwe jest twierdzenie odwrotne: Jezeli S jest taka przestrzenia metryczna zwarta, ze kazda

funkc~a o wartosciach rzeczywistych na S jest albo ciagla albo pierwszej klasy Baire'a, to S jest
zbiorem przeliczalnym.

Wazna wlasnosc funkcji pierwszej klasy Baire'a opisuje nastepujace twierdzenie:
Kazda funkcja pierwszej klasy Baire' a okreslona na zwartej przestrzeni metrycznejSma

przynajmniej jeden punkt ciaglosci.Z twierdzenia tego wynika natychmiast, ze funkcja
z poprzedniego przykladu nie jest pierwszej klasy.
Sa twierdzenia podajace warunki konieczne i dostateczne przynaleznosci danej funkcji do
okreslonej klasy Baire'a. W sformulowaniach tych twierdzen wystepuja pojecia zwiazane ze
struktura topologiczna przestrzeni S. Przytoczenie tych twierdzen wykraczaloby poza ramy tego
artykulu.

fn(x) = n(F(x+ l/n)-F(x»

to latwo wykazemy, ze funkcjef" sa ciagle if,,(x) -+ f'(x) dla kazdegox E [0, l], tzn. ciag
funkcji f" jest punktowo zbiezny do granicy1'.

jest - jak latwo sprawdzic - granica nastepujacego punktowo zbieznego ciagu:

fo(x) = lim lim (cos21tn! X)2k
n-+co k-+oo

Na zakonczenie autor chcialby podac kilka uwag o "bogactwie" klas Baire'a. I one sa w pewnym
sensie zwiazane ze struktura topologiczna przestrzeni zwartej S.

1) Jezeli S sklada sie ze skonczonej liczby punktów, to oczywiscie kazda funkcja na S jest ciagla
i odwrotnie: jezeli S jest taka zwarta przestrzenia metryczna, ze kazda funkcja okreslona na S
jest na S ciagla, to przestrzen S ma tylko skonczona liczbe punktów. Na takiej przestrzeni
wszystkie funkcje sa zerowej klasy Baire'a.

2) Niech S sklada sie z liczby° i liczb postaci l/n, n = l, 2, 3, ..o. Funkcja okreslona wzorem
f(1/n) = an'/(O) = ao jest ciagla na S wtedy i tylko wtedy, gdyao = lim an. Jezeli wybierzemy

n->oo

3) Gdy S jest odcinkiem [0, l], to istnieja funkcje dowolnie wysokich klas Baire'a na S a takze
funkcje, które nie sa zadnej klasy Baire'a.
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