Wiele procesdw fizycznych opisuje réwnanie

falowe drugiego rzedu
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ktérego ogoine rozwinzanie ma postaé
u(x, 1) = uglx—=0e)+u (x+0e).

Jest to suma dwéch fal, z ktdrych jedna
przesuwa si¢ w prawo, a druga w lewo. Dla
uproszczenia w artykule rozwazana jest tylko
jedna z tych fal,

Przyktadem fal rozchodzycych sig ze staly
predkodeiy sg fale elektromagnetyczne

w prozni. W czterowymiarowej
czasoprzestrzeni fale takic emitowane pree:
#rodlo punktowe rozchodzg sig na stozku
opisanym rownaniem

Fi-cil = {r+et)(r—ct) = 0.

Fale uderzeniowe 1 balwany

Doc. dr Antoni KUSZELL

Ruch falowy to koncepcja fizyczna obejmujaca niezwykle szeroki krag zjawisk. Kazdemu znane
jest zachowanie si¢ fal na wodzie, rozchodzenie sie $wiatla czy déwieku. W artykule tym zajmiemy
sig pewnymi, mniej znanymi zjawiskami zwigzanymi z ruchem falowym, Przykladem takiego
zjawiska jest powstawanie i rozwoj fali uderzeniowej.

Jedna z podstawowych cech ruchu falowego jest fakt rozchodzenia sie fal w okreslonych
kierunkach zwanych promieniami. Promien fali jest to krzywa prostopadla do czola fali.
Rownania opisujgce ruch falowy nazywamy réwnaniami typu hiperbolicznego, za$ promienie

fal — charakterystykami tych rownan.

Dla pelniejszego zrozumienia wprowadzonych pojeé, a takze dla zilustrowania niektorych
zagadnien zwigzanych z ruchem falowym rozwazmy najprostsze réwnanie hiperboliczne
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gdzie u jest amplitudg fali, zas » jest predkoscia rozchodzenia sie sygnalu. Dla prostoty
ograniczyliSmy si¢ do ruchu jednowymiarowego.

Przyjmijmy poza tym, ze w chwili r = 0 profil fali ma posta¢

u(x, 0) = uglx).

W osrodku przestrzennie jednorodnym w warunkach stacjonarnych oraz dla fal o amplitudzie
tak matej, Ze mozna zaniedbac ich wplyw na wlasnosci osrodka, predkosé v jest stala w czasie
i przestrzeni. Latwo si¢ wtedy przekona¢ przez podstawienie do rownania (1), ze funkcja

u(x, t) = uglx—ut)
jest rozwigzaniem naszego problemu. Na prostych
X = Xpt+ut (2
rozwigzanie to przyjmuje staly wartos¢. Mamy bowiem
Hlxp+ut, 1) = ug(xo+uvi—ur) = tg(xy) = const.

Tak wigc proste (2) sq charakterystykami rownania (1), opisujacego w tym przypadku jedynie
rownolegle przesunigcie profilu w prawo o odcinek » - r bez zmiany jego ksztaltu (rys. 2). Dzieje
si¢ tak dlatego, ze wszystkie charakterystyki sg prostymi rownoleglymi (rys. 1).
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Na ogol jednak predkosé rozchodzenia sig sygnalu jest wielkoscia zalezna od wspolrzednyc

i czasu, co zmusza nas do odejscia od opisanej idealizacji. Zmiennos¢ tej predkosci moze byé
powodowana przez wiele czynnikow. Zaleznos$¢ od wspolrzednych jest na ogol spowodowana
przestrzenng niejednorodnoscia o$rodka, za$ zaleznosé¢ od czasu niestacjonarnymi warunkanm,
w jakich si¢ ten orodek znajduje; np. moze by¢ ogrzewany.

Szczegblnie wazny jest przypadek, gdy fala niesie tak duzg energi¢, ze moze zmienia¢ wlasnosci
ofrodka, w ktorym sig rozchodzi. Mamy wtedy do czynienia z tzw. propagacja nieliniowa, co
oznacza, ze odpowiedZ odrodka nie jest juz proporcjonalna do wielkosci zaburzenia. Dla fali
diwigkowej zalezno$¢ predkosci od amplitudy pojawia sie w nastepujacy sposob. Cialo
poruszajgce si¢ w powietrzu musi usuwac¢ powietrze ze swej drogi, co powoduje powstanie
lokalnego zaburzenia ci$nienia. Ci$nienie z tylu czola fali jest wigksze niz w obszarze, do ktorego
fala jeszcze nie dotarla. Przejscie fali wywoluje wige adiabatyczne sprezenie powietrza i wzrost
Jjego temperatury. PoniewaZz predko$¢ dzwieku rosnie z temperatura, w obszarze za skokiem
cisnienia jej warto$¢ bgdzie wicksza. Okazuje sig, ze zmiana ciénienia o 1 Atm. powoduje wzrost
predkosci sygnalu o okolo 20%,.
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W przypadku fali $wietinej zmiana wiasnosci optycznych ofrodka nastepuje dopiero wtedy, gdy
natezenie jej pola elektrycznego jest porownywalne z wewnetrznym polem elektrycznym osrodka.
Pole wewnetrzne jest polem dzialajacym na elektrony. W atomach jest ono rzedu 10" V/m
a w polprzewodnikach okolo 10? V/m. Obecnie konstruowane lasery pozwalajg na otrzymanie
fal swietlnych, w ktorych nateZenie pola jest rzedu 10® — 10'° V/m.
Tak wiec w najogolniejszym przypadku predkos¢ rozchodzenia sie sygnalu zalezy od
wspolrzednych, czasu i amplitudy

v =uvlx,1,u).
Okazuje si¢ jednak, ze nawet w tak ogdlnej sytuacji mozemy skonstruowaé rozwigzanie
postugujac si¢ metoda charakterystyk.
W plaszczyznie (x, r) charakterystyka jest krzywa

x=X(@),

wzdiuz ktorej amplituda ma stalg wartos¢ czyli

du(X(1), 1) o cu  dX 3

& o Tax dr
Porownanie z (1) daje warunek, ktory musza spelniac charakterystyki
dXx
QI_ =olX,t,u), X(0)=x,. (3)
t

Oczywiscie w tym przypadku charakterystyki nie beda juz rodzing prostych réwnoleglych, jak to
mialo miejsce przy stalej predkosci v. Dla przyktadu rozwazmy rozchodzenie sig fal o malym
natezeniu w niejednorodnym osrodku stacjonarnym. Predkos¢ grupowa jest wtedy funkcja tylko
wspolrzednych i rownanie (3) mozna rozwigzac rozdzielajgc zmienne

X

S "dx’
)
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Rozwigzanie to jest rodzing krzywych na plaszczyznie (x, ). W przypadku jednowymiarowym
krzywe te nigdy si¢ nie przecinajag. W wielu wymiarach punkty przecigcia moga sig jednak
pojawi¢. Rozwazmy taki punkt przeciecia (X, T) charakterystyk wychodzacych z punktéw %o

i ¥,. Rozwiazanie w punkcie (X, T) jest wige funkcjg wieloznaezng, bo amplituda fali powinna
by¢ w tym punkcie réwna jednoczesnie wy(¥o) i wo(¥,). Wszystkie punkty przecigcia

Wigcej informacji o nowierzchniach charakterystyk sa jednoznacznie okreSlone przez niejednorodnos¢ osrodka. W problemach
kaustycznych znajdzie Czytelnik w artykule . o . ot - £ &
Fekobe Fatiocblontinenc 0 Tool K atmetiol™ stac;onam.ych n}a;a on.e prosta mterpretaq_q f lZyCZ'nq.‘Punkt)’ |zo|ou.rane w przestrzeni to ogniska,
W tym numerze ,, Delty". a krzywe i powierzchnie nazywane sa powierzchniami kaustycznymi.

Wracajac do prostego przypadku jednowymiarowego ciekawe moze by¢ wyznaczenie rodziny
charakterystyk dla dowolnej, przyjetej przez Czytelnika, zaleznosci predkosci grupowej od
potozenia. Goraco do takiego rachunku zachecamy.

Drugim przykladem, ktory szezegblowo omowimy, jest przypadek fal o duzym natezeniu
rozchodzacych sie w osrodku jednorodnym i stacjonarnym. Predkosc rozchodzenia sig fal zalezy
teraz od amplitudy fali w danym punkcie -
v = v(u).
Poniewaz na krzywych charakterystycznych amplituda jest stala, rozwigzaniem rownania
dX @
—_— pll
dt
jest rodzina prostych

X(t) = xo+ov(ug(xp))t.

Kat nachylenia charakterystyk jest wyznaczony przez wartos¢ poczatkowa amplitudy fali
w punkcie x,. Tak wige charakterystyki moga si¢ przecinac¢. Jednak sytuacja jest teraz kraficowo
rézna od omawianej poprzednio. Teraz polozenie punktéw przecigeia charakterystyk zalezy od
stanu poczatkowego fali a nie od wlasnosci o$rodka. Przecinanie sie charakterystyk odpowiada
tzw. katastrofie gradientowej. Zjawisko to polega na tym, ze gdy predkosc¢ sygnalu za czolem
fali jest wieksza niz przed nim, to z uplywem czasu jej profil robi si¢ coraz bardziej stromy
(gradient amplitudy rosnie). Jesli zaniedba sie lepkos¢ i przewodnictwo cieplne, prowadzi to
w koncu do powstania niecigglego frontu fali.
Wszelkie zaburzenia powstajace za frontem fali doganiajg go po pewnym czasie i przyczyniaja
si¢ do jego wzrostu. Zilustrujemy ten mechanizm na przykladzie najprostszej zaleznosci predkoscei
od amplitudy v(u) = u.
Charakterystyki maja wtedy postac
x = xg+ug(xg)t,

a rozwigzanie rownania (1)

u(x, t) = upglx—ug(xp)t).

Wykorzystali$my tutaj fakt, ze na charakterystyce wartos¢ amplitudy jest stata, a wigc
w szczegOlnosci rowna wartosci poczatkowej.
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Rys. 7

Dyspersja fal to zaleznosé predkodci fazowej
od dlugosci fali,

Rozwazmy teraz zaburzenie poczatkowe w nastepujacej postaci (rys. 3)
2 dlax <0
up(x) ={2—x dladsx<l1
1 dlax > 1

W trojkacie o wierzchotkach (0, 0), (1, 0) oraz (2, 1), gdzie pierwsza wspolrzedna oznacza
zmienng przestrzenna a druga czas, nachylona czesé fali jest z uplywem czasu coraz bardziej
stroma, az w punkcie (2, 1) staje si¢ pionowa (rys. 4).
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Rys. 3
Rys, 4

Dalsza analiza wymaga okreslenia charakteru wielkosci fizycznej opisywanej funkcja u. Jesli

u opisuje fale elektromagnetyczna, to przeciecie sig promieni $wietlnych nie prowadzi do zadnych
trudnosci w interpretacji rozwigzania, bo sumujg sie wtedy energie fal. Rownie prosty jest
przypadek fal powierzchniowych na wodzie. Wielko$¢ u moze by¢ wtedy interpretowana jako
miara wzniesienia sie powierzchni nad poziom $redni, a proces ,,stromienia’ opisuje znane
zjawisko wyostrzania profilu biegnacej fali. Pojawienie sie ,,podwojnej” wartosci po przecigciu
sig charakterystyk opisuje natomiast zalamywanie sig fal czyli tworzenie si¢ balwanow (rys. 5).
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Zupetnie inaczej przebiega interpretacja, gdy funkcja u jest np. gestoscia osrodka (fale
diwigkowe). Wtedy oczywiscie niejednoznaczne rozwigzanie nie moze mie¢ zadnej fizycznej
interpretacji. W chwili, gdy fala zaczyna sie zalamywac, traci ono sens. Wlasciwie nalezaloby
w tym przypadku wzig¢ pod uwage lepkos¢ i przewodnictwo cieplne — efekty, ktore staja si¢
istotne, gdy fala jest bliska zalamania. Okazuje sie, Ze rozwigzania rownan uwzgledniajacych te
efekty sa juz jednoznaczne. Znacznie latwiejsze jest jednak nadanie sensu naszemu rozwigzaniu
przez zastapienie czesci wieloznacznej funkcja nieciagla (rys. 6). Okazuje sig, ze niecigglos¢
nalezy umiesci¢ w takim punkcie, zeby pola zakreskowanych na rys. 7 obszarow byly rowne.
Wiedy tylko dla nowego rozwiazania spelnione jest rownanie cigglosci (ilos¢ materii jest stala).
Otrzymany w ten sposob skok wartosci amplitudy fali nosi nazwe fali uderzeniowej, za$
powierzchnia nieciaglo$ci — frontu fali uderzeniowej. Fale uderzeniowe odgrywajg olbrzymia
rol¢ w fizyce zjawisk zachodzgcych z predkosciami przekraczajacymi predkosci charakterystyczne
osrodka (np. predkos¢ diwieku). Na przyklad samolot przekraczajacy bariere dzwigcku wywoluje
silng fale uderzeniowa. Podobnie pocisk poruszajgcy sig z predkoscig ponaddzwigkowa wywoluje
falg uderzeniowa, ktorej front ma ksztalt stozka.
W artykule tym ograniczyliSmy sie do rozwazan dotyczacych rozchodzenia sig fali | mozliwosci
jej opisu przy pomocy charakterystyk. Istniejg jednak takze inne zjawiska, ktore istotnie zmieniaja
whasnosci fal, Naleza do nich z jednej strony zjawiska dysypatywne (dyfuzja, tarcie lepkie itp.),
z drugiej za$ zjawiska typu dyspersji. Oba prowadzg do rozmycia frontu fali uderzeniowej, co
powoduje, ze w rzeczywisto$ci nieciggloéci sie nie pojawiaja. W waskim obszarze frontu wystgpuje
iynie gwaltowna zmiana amplitudy dobrze przyblizana przez niecigglosc.
Warto tutaj wspomnie¢, Zze po uwzglednieniu dyspersji i czlonu nieliniowego jak np. w réwnaniu
Kortewega-de Vriesa (Delta 4/1976) rozwigzanie moze przyjmowac pewien specyficzny ksztalt
zwany solitonem zachowywany bez zmian w trakcie ewolucji.
Tak wigc propagacja fal kryje w sobie wiele ciekawych zjawisk, z ktorych czg$é zostala juz
wyjasniona, ale z pewnoScia wiele czeka jeszcze na odkrycie.
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