Test wcale nie dla ucznidow

Paradoks Russella. Rozwazmy zbiér X
zlozony ze zbioréw, ktére nie sg swoim
wiasnym elementem. Czy X € X? W wersji
,»,popularne;j”: fryzjer w miasteczku goli tych
wszystkich mezczyzn, ktdrzy nie golg si¢ sami.
Czy goli on sam siebie?

10. Doc. dr Lech Kubik przedstawit nastepujacy przykiad. 230 oséb poddano leczeniu pewnym

lekiem A. Istotna poprawa nastgpila u 65 0sob. Innym 160 osobom podano lek B, uzyskujac

poprawg u 60 pacjentow. Ktory lek jest lepszy: 4 czy B? No i co tu takiego? Wystarczy

obliczy¢ prc

enty: 65:230 = 0,28, 60:160 = 0,38 i jasno wida¢, ze jakkolwiek skutecznoi¢ obu

lekow pozostawia wiele do Zyczenia, to drugi jest wyraznie lepszy — o 109. I dobrze.
Zainteresowano si¢ jednak skutecznoscig lekéw A i B oddzielnie dla kobiet i mezczyzn. Oto
odpowiednia statystyka '

lek A | leczeni | poprawa | skuteczno$¢ leczenia

) ————— - | o R
mezczyzn J 210 50 ’ 0,24
kobiet 20 15 0,75

e —— | — o] e p T e SR
ogoOtem 230 | 65 ! 0,28
lek B leczeni poprawa 1 skutecznos¢ leczenia
mezZczyzn 100 20 | 0,20 (mniejsza niz A)
kobiet 60 ‘ 40 | 0,67 (mniejsza niz 4)
ogolem 160 l 60 | 0,38 (wigksza niz w A)

Co widzimy? Cho¢ zaréwno dla kobiet jak i dla mezczyzn lek A jest lepszy to ogdlnie jest
gorszy. Kto to zrozumie? A moze statystyka kiamie? Ale w ktora strone?

Wyboér czy determinacja,
czyli nie ufaymy intuicjom

Dr Andrzej PELC

Czego wymagamy przede wszystkim od systemu aksjomatéw teorii
matematycznej? Oczywiscie, zeby nie byt wewnetrznie sprzeczny! O tym jednak
trudno si¢ zwykle przekonaé patrzac na same sformutowania pewnikéw. Aby
zmniejszy¢ ryzyko sprzecznosci staramy si¢ na ogét o to, by aksjomaty byly
»intuicyjnie prawdziwe”. Majac wigc — w wyniku dlugiej praktyki matematycznej
— pewne wyczucie tego, czym sa zbiory, probujemy zapisac

w aksjomatyce teorii mnogosci istotne wiasnosci tych obiektow i ufamy, ze
zbudowany w ten sposOb system jest niesprzeczny, opisuje bowiem zbiory takimi,
jakie sa ,,naprawde”’. Innymi stowy, wierzymy w niesprzecznos¢ wiasnych
intuicji. Wiara ta powodowala wielokrotnie, Z¢ matematycy po pewnym czasie
pracy z taka ,,intuicyjnie murowang” aksjomatyka, stwierdzali z przeraZzeniem,
ze doszli do sprzecznos$ci. Chodzi tu o tzw. antynomie teorii mnogosci

z najslynniejszym paradoksem Russella na czele. Szcze$liwie zostaty one
wyeliminowane przez sprecyzowanie aksjomatow: czy jednak nie wyskocza
sprzecznos$ci nowe? My za$ chcemy dzi$§ zaproponowaé Czytelnikom test na
intuicj¢ matematyczng. Sprawdzmy, jak dalece czujemy, czym sa zbiory.

Pierwszy aksjomat, ktéry pragniemy poddaé pod rozwage to tak zwany aksjomat
wyboru. Powiada on, ze dla kazdej rodziny zbioréw niepustych i parami
rozlacznych istnieje zbidr S zwany selektorem, ktéry zawiera dokladnie jeden
element wspolny z kazdym zbiorem rozwazanej rodziny.

Robiac zakupy w sklepie ze stodyczami mozna przeciez utworzyé selektor ze
zbioru gatunkow czekolady, ktadac do koszyka po jednej tabliczce z kazdego
rodzaju (artykul byl pisany w 1979 r., red.). Dla rodzin nieskonczonych trudno
podac¢ taki handlowy przyklad, ale... z pewnoscia jest tam podobnie, prawda?
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Dowdd sprzecznosci aksjomatu wyboru

z aksjomatem determinacji mozna znalezé
np. w ksiazce W. Guzicki, P. Zbierski
,,Podstawy tcorii mnogosci™.

Znakomicie, rozwazmy wigc inny, bardziej ,,rozrywkowy’’ aksjomat, tzw. aksjomat
determinacji. Méwi on o grach...

Dwaj gracze: I i II wybieraja kolejno liczby naturalne. Przed rozpoczgciem gry
partnerzy ustalili pewien zbidr 4 nieskonczonych ciagéw o wyrazach naturalnych.
Partia w grze G4 (zaleznej od zbioru A) liczy nieskonczenie wiele ruchow,

a w jej wyniku powstaje ciag liczb naturalnych. Jezeli nalezy on do wyréznionego
zbioru ciagdw A, wygral gracz I, jesli nie — wygral II. Powiemy, ze gracz I

ma strategie zwycigska, jesli istnieje funkcja f okre$lona na skonczonych ciagach
liczb naturalnych o tej wlasnosci, ze jesli w kazdym ruchu, w pozycji
ab,a,b,...a,b, gracz I zagra f(a,, b,, a,, b,, ..., a,, b,), to wygra niezaleznie

od dalszych ruchéw partnera. Analogicznie okre§lamy strategi¢ zwycigska dla
gracza II. Aksjomat determinacji méwi, ze dla kazdego zbioru A ktérys z graczy
ma strategie zwycigska w grze G4. Czy to jest zgodne z intuicja? Pomyslmy:
jezeli moj partner nie ma pewnego sposobu, zeby ze mna wygra¢ (bo tym

w istocie rzeczy jest strategia zwycigska) to ja, grajac dobrze na pewno go pokonam,
skoro przepisy gry nie dopuszczaja remiséw. A wigc, chyba ,,prawdziwy”’
aksjomat...? ‘

Odstonmy karty: ci, co uwierzyli i w wybor i w determinacje nabrali sig.
System zawierajgcy oba te aksjomaty (i inne, powszechnie przyjmowane i na
ogot nie budzace kontrowersji) jest sprzeczny! Czyli — intuicja klamata.
Pytanie, ktéry aksjomat jest zty? Trudno to rozstrzygna¢, zwlaszcza jesli ktos
przed chwila gotéw byl przyja¢ obydwa. W takiej sytuacji dobrze jest przyjrzec
si¢ konsekwencjom obu tych ,,wrogich sobie’” pewnikow: Moze wéwczas
zdecydujemy si¢ na ktory$ z nich.

W teorii mnogoéci z aksjomatem wyboru mozna udowodni¢ nastgpujace,
przyznajmy do$¢ paradoksalne, twierdzenie Banacha i Tarskiego: istnieje
rozbicie kuli o promieniu 1 na skonczong ilos¢ takich roztacznych kawatkéw, ze
przesuwajac i sklejajac pewne z nich otrzymamy jedng kulg o promieniu 1

a przesuwajac i sklejajac pozostale — inng kulg, tez o promieniu 1. A wigc

z jednej kuli dwie takie same — kazdy przyzna, Ze to niemozliwe. Ale nie
uznajac paradoksu Banacha i Tarskiego musimy odrzuci¢ aksjomat wyboru,

a wydawal si¢ tak intuicyjny.

Przyjrzyjmy si¢ z kolei aksjomatowi determinacji. Jego wazny i spory ,,kawalek”
jest wrecz twierdzeniem teorii mnogosci, tzn. jest ,,na pewno’ prawdziwy.
Precyzyjnie: jest konsekwencja innych, powszechnie uznawanych aksjomatéw.
Chodzi mianowicie o tzw. determinacj¢ borelowska, ktora orzeka, ze ktorys

z graczy ma strategie zwycigska w grze G, jesli tylko zbior A4 jest borelowski
(tzn. ma odpowiednio regularna budowe). Moze wigc przyja¢ aksjomat
determinacji? Ale wtedy trzeba si¢ pogodzi¢ z tak samo dziwnymi jak
paradoksalny rozklad kuli konsekwencjami — cho¢ dotycza one bardziej
skomplikowanych obiektéw. Przykladem niech bedzie wynikajacy z aksjomatu
determinacji fakt, ze kazdy zbidr liczb rzeczywistych jest mierzalny w sensie
Lebesgue’a. Z drugiej strony, przyjecie kazdego z rozwazanych pewnikéw ma
swoje zdecydowane zalety. Z aksjomatu wyboru wynika szereg waznych dla calej
matematyki faktéw: twierdzenie Tichonowa méwiace, Ze iloczyn kartezjanski
przestrzeni zwartych jest zwarty, twierdzenie o istnieniu bazy w kazdej przestrzeni
liniowej i wiele innych. Zaleta aksjomatu determinacji jest za$ np. to, Zze wyklucza
on paradoks Banacha i Tarskiego.

Ktoéry aksjomat jest ,,lepszy’’, rozstrzygnaé nie sposéb. Obu naraz przyjac nie wolno,
mozna — wedltug osobistych upodoban — uzna¢ jeden z nich lub nie zgodzi¢ si¢ na
zaden. W ostatnim jednak przypadku znacznie zmniejszy si¢ sita dowodowa
zuboZonej w ten sposdb teorii mnogosci.

Niezaleznie za$ od decyzji ,,wybdr czy determinacja’ powyZsze
przyklady zdolaly chyba przekonaé Czytelnika, ze intuicje bywaja w matematyce
zawodne i nie zawsze obejmuja wszystkie konsekwencje rozwazanych faktéw.
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