Test wcale nie dla ucznidow

Rozwigzywanie réwnania f(x) = 0

metoda polowienia. :

Krok 1. Wybierz p i g, tak by f(p) i f(q) mialy
rézne znaki.

Krok 2. Obliczh = 222

Krok 3. Oblicz f(h).

Krok 4. Jezeli f(h) = 0, to x = h jest
rozwiazaniem;

Stop!

Krok 5. Jezeli f(h) i f(p) maja ten sam znak,
zastap p przez h, a f(p) przez f(h).

W przeciwnym razie zastap ¢ przez h i f(q)
przez f(h). Teraz wr6é do kroku 2.

Dr Michat SZUREK

Niewicle jest przesady w stwierdzeniu, ze matematyka istnieje po to, aby$my umieli
rozwigzywaé réwnania. A réwnania sg przeciez wszedzie: w poznawaniu kosmosu,
przy badaniu elementarnych czastek materii, budowie drég i planowaniu
gospodarczym.

Znamy ze szkoly wzory na pierwiastki réwnania kwadratowego i — by¢ moze —
szedciennego. Sa jeszcze wzory dla réwnai czwartego stopnia. W r. 1826 norweski
matematyk, Niels Henryk Abel, udowodnil, ze gdy dane jest réwnanie piatego
stopnia

x3+ax*+bx3+cx?+dx+e =0

to — poza bardzo wyjatkowymi przypadkami — nie istnieja wzory, wyrazajace
pierwiastki tego réwnania w zaleznosci od wspolczynnikéw, za pomoca czterech
dzialan arytmetycznych i wyciagania pierwiastka. Uzyta przez Abela metoda data
poczatek calej algebrze abstrakcyjnej, to jest galezi matematyki badajacej ogdlne
wlasciwosci zbioréw i okreslonych w nich dzialan. Abel zwiazal bowiem z kazdym
réwnaniem jego tak zwana grupe Galois i wykazal, ze o mozliwosci rozwigzania
réwnania (écis’lej: o mozliwosci podania wzoréw, w ktérych uzyjemy tylko +,

oy =l i]"/ ) decyduja pewne abstrakcyjne wlasnosci tej grupy.

Co to znaczy ,,umie¢ rozwiaza¢ réwnanie”? Proste pytanie, powiedza Czytelnicy.
To przeciez znaczy ,,umie¢ znalez¢ jego pierwiastki’! Ale miedzy ,,umie¢”’

a ,,umie¢”’ — tez jest roznica. Nasi przodkowie nadzwyczaj rzadko naprawde
potrzebowali znalezé rozwigzanie skomplikowanego réwnania, wobec czego
,,umiejetnos¢ rozwiazywania’” pojmowali raczej idealistycznie — byle byt wzér,
nawet nie nadajacy si¢ praktycznie do niczego. O zaprezentowanych ponizej
metodach, dajacych szybko dowolnie dokladne rozwinigcie pierwiastka, mawiano
pogardliwie: Phi, to tylko metody przyblizone!

Dzi$ musimy umie¢ efektywnie szuka¢ i znajdowaé rozwigzania. Dlatego i teoria
réwnai, i w ogdle cala matematyka, algorytmizuje si¢. Wyzej cenimy przepisy
(przesia¢ 30 dag maki, doda¢ 20 dag masla, posiekaé dokladnie mieszajac, wlozy¢
4 surowe z6ltka, przesiany cukier i zmielone orzechy; zagnies¢ ciasto, utozy¢

na blasze i piec 10 minut...) niz ogdlne opisy (rozki orzechowe robi si¢ z maki,
jajek, masta, cukru i orzechéw, a piecze si¢ w piekarniku) lub ogolne rady

(,,wez nadgodziny, zarobisz 200 zt wigcej i kupisz w Hortexie”). QOdnosi sig to tez
do wykladéw algebry i analizy matematycznej, a o metodach stycznej i siecznej
moéwi sig: oto proste i szybko zbiezne algorytmy!

Jezeli chcemy obliczy¢ pierwiastek rownania (nawet z duza doktadnoscia) a mamy
cho¢ kalkulator, to metoda ,,préb i bledéw’’ nie jest zupetnie do niczego. Lepsza
jest jednak metoda potowienia (tablica obok). Zilustrujemy ja na przykladzie
réwnania

) =+ —=03=0,

ktérego pierwiastkiem jest oczywiscie x = % = 3,33333... Niechp =3iqg =4

(krok 1); wtedy # = 3,5. Ta wartos¢ h jest pierwszym przyblizeniem naszego
pierwiastka x = 3,33333...




Test wcale nie dla ucznidéw

Metoda siecznej

Krok 1. Wybierz dwie liczby p, g, lezace
blisko rozwiazania.

: (r—a) f@)
Krok 2. Obliczr = g @
Krok 3. Oblicz f(r).
Krok 4, Jezeli f(r) = 0; stop!
Krok 5. Jezeli| f(p)| = | f(9)|, to zastap p
przez r, a f(p) przez f(r). W przeciwnym razie
zastap q przez r, zas f(q) przez f(r). Wréé
do kroku 2.

(¥ =

(p.5(p)]

BAQ)
(r,0) x

pierwiastek
przyblizony”  dokladny y=Fx)

Metoda stycznej (metoda Newtona)

Krok 1. W;fbierz dowolne p (blisko
rozwiazania).
Krok 2. Oblicz f(p).
Krok 3. Jezeli f(p) = 0; stop!
Krok 4. Oblicz f'(p).

B f(p)
Krok 5. Obliczt = p o
Krok 6. Podstaw p = t.
Wréé do kroku 2.

o=

(pf(p)

pierwiastek
dokladny

®0) i
y=Fx)

Poniewaz f(h) = —0,14285714 i f(3) maja rézne znaki,
wiec rozwiagzanie lezy miedzy 3 a 3,5. Nastgpne 4 jest rowne ;— (3+3,5 = 3,25,

a poniewaz f(k) = 0,00769231, wigc prawdziwe rozwigzanie lezy miedzy 3,25 a 3,5.
Dalsze postepowanie przyniesie taki ciag przyblizonych rozwiazan: 3,375, 3,3125,
3,34375, 3,328125. Widzimy, Ze zbieznos¢ do granicy 3,33333... jest dosy¢ powolna.

Dlatego zazwyczaj lepsza jest metoda siecznej (tablica obok). Metoda tg otrzymamy
szybciej zbiezny ciag rozwiazan 2, 3, 3,2, 3,32, 3,3328, 3,3333312, 3,33333333.
Nazwe ,,metoda siecznej’” uzasadnia rysunek: kazde kolejne przyblizenie
rozwiazania jest punktem przecigcia osi x-Ow przez sieczna laczaca (g, f(q))

z (p.f(p))-
Metoda nastepna to metoda ,,stycznej’ (tablica obok). Stosujac ja do réwnania
f(x) = x3+6x24+6x—2=0
mamy kolejno
f(x) = 3x2+12x+6 = 3(x*+4x+2); i dalej:

Przyblizenie ;
e P o) £ t=p- 12
1
1 0 -2 6 T
2 % 0,7037037 10,333333 0,26523297
3 0,26523297 0,03214774 9,39384 0,2369982
4 0,2369982 —0,22769017 9,0124826 0,26156369
5 0,26156369 —0,00222945 9,344011 0,26180229
6 0,26180229 0,00000042 9,3472488 0,26180224
7 0,26180224 0,0000000022

,,Dokladnym *’wzorem na pierwiastek tego réwnania jest

p+4n
3

x = 23 2Y/2 cos

gdzie cosp = — 5 15 i 180° < ¢ < 360°

(w przyblizeniu ¢ = 249°, 29519).

Uzasadnienie nazwy ,,metoda stycznej”” znéw wida¢ na rysunku. Wspomnimy,
ze uzycie opisanych metod obwarowane jest pewnymi zatozeniami, ktérych tu
jednak dyskutowaé nie bedziemy, poniewaz tylko dla stosunkowo
skomplikowanych réwnafi moga one ni¢ by¢ spelnione.




