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Prawo

owszechnego
ciazenia
(wedlug Newtona)

Zasady dynamiki Newtona
J. Zasada bezwladnosci. Istnieja ciala
(inercjalne uklady odniesienia)9 które

poruszaja sie ze stala predkoscia po prostej.
II. F = m . 3. Pojawi~nie sie przyspieszenia
w ruchu ciala, obserwowanym

z inercjalnego ukladu odniesienia7 jest
równowazne stwierdzenju~ ze cialo to
podlega zewnetrznemu dzialaniu jakiegos
dodatkowego ciala. Miara tego dzialania
jest sila~ która ,powinna byc okreslona
z innych praw mechaniki (np~ prawa

powszechnego ciazenia) w ten sposób. by
przyspieszenie ciala bylo proporcjonalne

do dzialajacej nan sily.
III. Zasada akcji i reakcji. Kazde cialo
dzialajace na inne pewna sila musi przy
tym samo podlegac dzialaniu równej
i przeciwnie skierowanej sily pochodzacej

od tego drugiego ciala. Dzialanie sil jest
wiec zawsze wzajemne~a obie towarzyszace
spbie sily sa zawsze tego samego rodzaju
(np. obie grawitacyjne lub obie sprezyste itp.):
Newton we wstepie doPhilosophiae

Naturalis Principia Mathematica (1687)
sformulowal to tak:
Prawo l: Kazde dalo trwaw swym stanie
spoczynku lub ruchu prostolilIiowego

i jednostajnego, jesli sily przylozone nie

zmuszaja ciala do zmiany tego sIanu.
Prawo II: Zmiana rllchu jestproporcjonalna

do przylozonej sily poruszajacej i odbywa sie
w kierunku prostej~ wzdluz której .{ilajest
przylozona.
Pra wo I": Wzgledem kazdego dzialania

istnieje przedwdzialanie~ skierorrane
przeciwnie i równe, tj. wzajemne dzialania

dwóch dal sa zawsze równe sobiei skierowane

przeciwnie.
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Wszyscy dobrze znaja anegdotke o tym, jak to Newton odkryl prawo powszechnego ciazenia

pod wplywem jablka, które mu spadlo na glowe, anegdotke równie popularna co bezsensowna.
Bowiem w owym czasie nie istnialy "ziemskie" fakty pozwalajace na pelne sformulowanie
tego prawa. W przeblysku natchnienia geniusz móglby zaryzykowac stwierdzenie "kazde dwa
ciala sie przyciagaja" zamiast przyjetego do tej pory "Ziemia przyciaga kazde cialo".
Z drugiej jednak strony, wystepujace na Ziemi sily przyciagania rózne od (Ziemia - inne cialo)
byly w ówczesnych warunkach nie do zaobserwowania nie mówiac juz o ich zmierzeniu.

Przypomnijmy, ze laboratoryjne sprawdzenie prawa powszechnego ciazenia, a wiec pierwsze
jego potwierdzenie w warunkach ziemskich nastapilo po ponad 100 latach. Nasuwa sie pytanie:l
Skad Newton wzial ilosciowa forme swojego prawa - owo -? Nie mógl mu tego nasunac

1'2

widok zadnego spadajacego jablka, a przeciez tego nie zgadl!Praw przyrody nikt nie zgaduje,
1

mozna je tylko wnioskowac na podstawie obserwacjitejze przyrody. Wiec skad sie wzielo -?.. r2

Odpowiedz na to pytanie zawarta jest w zachowanej na szczescit: relacji· z rozmowy Halley'a
z Newtonem:

Halley: Jak wygladalaby sila, która powoduje, ze planety kraza po orbitach eliptycznych?
Newton: Odwrotnosc kwadratu (odleglosci).
Halley: Skad Pan to wie?
Newton: Po prostu, obliczylem.
Mógl obliczyc to Newton, mozemy i my! Ale

Nic za darmo
Przytoczony powyzej fragment rozmowy dowodzi, ze Newton wywnioskowal prawo
powszechnego ciazenia z praw rzadzacych ruchem planet - tzw. praw Kepiera. Byly to jedyne,
do czasu doswiadczen Cavendisha znane wówczas fakty, z których mozna to bylo zrobic.
Ponizej zostanie pokazane jak mozna "wyliczyc" z praw Kepiera prawo powszechnego ciazenia.
Poniewaz, jak wynika z klopotów zwiazanych z jego sprawdzeniem, prawo to jest bardzo
"delikatne", nie nalezy wiec miec nadziei, ze "rachunek" bedzie latwy. Wiadomo, nadzieja ...
Wszystko to zgodnie z ogólna zasada (zachowania informacji?), ze zeby dojsc do
nietrywialnych wyników trzeba sie "troche" napracowac.
Poniewaz, jako sie rzeklo, rachunek nie jest najlatwiejszy, umówmy sie Czytelniku, na

samym poczatku, ze wyjmiesz kartke papieru i wezmiesz olówek do reki, ze liczyc bedziemy
wspólnie, razem - to znaczy Ty i ja.

Fak,ty które beda nam potrzebne, a których mozesz nie znac
FI. Jezeli na plaszczyznie dana jest we wspólrzednych biegunowych(I', rp) krzywa r = r(rp)

to pole S figury zakreslonej przez odcinek[O, r(rp)l dla rp E [Ol:, Pl wyraza sie wzorem

, p

S= ~ ~r2(I()drp.
Ol

Dowód tego wynika bezposrednio z rysunku na marginesie, oraz z definicji calki jako granicy
s.:i'mRiemanna.

F2. Jezeli tff jest elipsa na plaszczyznie, to przy odpowiednim wyborze wspólrzednych
biegunowych (poczatek ukladu wspólrzednych w ognisku i kat mierzymy od dluzszej pólosi($')

A
1'=-----

l ~ecosrp ,

gdzie A > O i e E (O, l) sa pewnymi stalymi zwiazanymi z rozmiarem i ksztaltem elipsy.
Mozna to sprawdzic wychodzac od równania elipsy we wspólrzednych kartezjanskich.

(Slonce w poczatku ukladu wspólrzednych a kat mierzymy od dluzszej pólosi orbityP-
por. FI.).

PIER WSZE PRAWO KEPLERA

KI. Planety poruszaja sie w plaszczyznach zawierajacych Slonce po orbitach eliptycznych.

Slonce znajduje sie w ognisku elipsy.Niech S - oznacza Slonce, aP - dowolna ustalona
planete.
Wybierzmy w plaszczyznie trajektorii planetyP uklad wspólrzednych biegunowych(r, rp) lak.
aby pozycja P w chwili t zadana byla równaniem

(l) r(t)(l-ecosrp(t)) = A
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DRUGIE PRAWO KEPLERA

K2. Odcinek laczacy Slonce z planeta zakresla równe pola w równych odcinkach czasu.

Innymi slowy pole S(t, to)zakreslone przez odcinekOp' w czasie od to dot jest równe
B(1-to), gdzie B jest pewna stala zwiazana z "zachowywaniem sie" planetyP. Z twierdzenia
o calkowaniu przez podstawienie i z FI. mamy, ze

. q.(I) I

S(t, to) = ~ ~ r2(lpldlp = ~ \ r2(O)tp'(OldO = B(1-to) .. 2. 2 .l
({(to) lo

Zatem, z Podstawowego Twierdzenia Analizy (Newton, Leibniz) wnioskujemy, ze

d l
-S(t .••t) = _r2(t)tp'(r) = B,dt 2

skad dostajemy

(2l r2(t)tp'(t) = 2B.

W dalszym ciagu bedziemy opuszczali zmiennat pamietajac jednak, zel' i II' sa funkcjami t.

Jezeli zrózniczkujemy (2) i podzielimy przez1', to otrzymamy

Z drugiej strony, wspólrzedne kartezjanskie planetyP w chwili t sa równe

Kierunek sily grawitacji czyli pierwszy sukces czesciowy \

21"11" + rlp" = O.(3)

x(t) = rcostp y(l) = rsin II'

Ostatecznie wnioskujemy, ze

x"(t) = [::' _(cp')2] rcosq; = [/:~' -(lp')21 xer)

y"(t) = [::' _(11")2] rsin'l' = [::' _(11")2 ]y(rl.

tak, ze wspólrzedne wektora predkosci planetyp wyrazaja sie wzorami

x'(t) = r'costp-rtp'sintp, y'(t) = r'sintp+rtp'cosq:.

Podobnie, rózniczkujac raz jeszcze, otrzymujemy, ze wektor przyspieszeniaa(t) = (x"(t), y"(t))
planety P ma wspólrzedne kartezjanskie

x"(t) = r" costp- 2r'tp'sin tp-r(tp')2costp-rtp"sin Ip,

y"(t) = r"sin Ip + 2r'tp'coslp --r(Ip')2sin11'+ rtp"cosq;.

y"(t) = [I''' -r(q;')2]sinlp.x"(t) = [r" -r(Ip')2]cOSlp(4)

Korzystajac z równosci (3), dostajemy

Zapiszmy to nieco inaczej, a mianowicie

gdzie m oznacza mase planetyP.

Nareszcie jest ~, czyli drugi sukces czesciowyr

Wyliczymy teraz, czemu jest równe1'''--1'(11'')2. W tym celu zrózniczkujemy równanie (I)
i pomnozymy je przezr. Dostajemy rr'(I-ecos'P) +u2tp' sintp = O,

co po uwzglednieniu równosci (I l i (2) dajeAr' + 28Esin'P = O.

Rózniczkujac jeszcze raz, otrzymujemy

Ar" + 2Brtp' costp = O.

4B2 icostp
r" -, -- -- ---

- 1'2 A'

(F(rll = Ima(t)1 = ml[r" -1'(11")2]1.

Ponownie uwzgledniajac (2), mamy

(5)
a(t) = [~_(tp')2] OP(t).

Poniewaz, na mocy drugiego prawa mechaniki NewtonaF(l) = ma(r) uzyskalismy pierwszy

sukces: Kierunek silyF(t), która powoduje zakrzywienie toru planetyP jest równolegly (5)
do wektora OP (od Slonca do planety l, a jej wielkosc jest równa, na mocy (4)

(7)

(6)

Rozwiazanie zad.anu Ffl.
Naturalny ruch balonu jest w)uikiem
przemian e.n~)'cl1 zachodzacych
•• ukladzie: Ziemia., ie:jJllmosfera. balon.
W trakcie wzaosa:uia balonu. wzraslJl
energia poteacj:alna sil cie:zkoSciukladu:

balon-Ziem;a., DDleje natomiast dla ukladu:
atmosfcra-Zicmia. do pl'ZleStczeni

opróznianej przez balon naplywa bowiem
powietrze pru:zrn wypierane~Ruchowi

balonu doJ:ÓI'YlDwu.gszy ciule ,,_danie"
powietrza. SUlIllU)'<:ZJUlenergia potencjalna
maleie:,czemu •••idealnym przypadku bez
oporów towarzy.5.Z)'Cwiaien wzrost energii
kinetycznej. RoZVlaZmYpr..,mieszaenie
niesdsliwego ciJlla o masiem ; objetosci Y
na wysokosc •. Niech odbywJl sie to ••
niescisliwym plynie o ~oSci ep i
jednorodnym polu sil~
(przyspieszenie Id. Zmiaa. energii
potencjalnej ukbdu ",yoosi:

.<lE;.= (-"-0)+(0- V!!pgh) ~

= (•••- Vep)~h.

Kierunek rocbu bedzie oczywiscie zalezal
od róznicy ~ plyau i ciala.
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cos, co da sie "wstawic" do (6):

W koncu wyliczajac z (1) - ecosrp, oraz jeszcze raz uwzgledniajac (2) dostajemy ostatecznie

4B2 l
r" -r(rp')2 = - --' -

A r2

Sukces drugi: Wielkosc silyF(t) jest w kazdej chwilit proporcjonalna do odwrotnosci kwadratu

odleglosci r planetyP od Slonca I jest ona skierowana w strone Slonca przeciwnie niz wektorOP.
Zachodzi równosc •

(8)
4B2 l fi

IF(tJ/ =--' -' m =-.' m,
A r2 r2

gdzie p,-= 4B2jA.

TRZECIE PRAWO KEPLERA
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K3. Szescian sredniej arytmetycznej najwiekszeji najmniejszej odleglosci planety od Slonca

po podzieleniu przez kwadrat czasu jednego obiegu dookola Slonca jr:st dla kazdej planety
(naszego ukladu slonecznego) taki sam.

Ze wzoru (I) latwo zauwazyc, ze jezelia i b sa odpowiednio dluzsza i krótsza pólosia elipsy

danej równaniem (I), to srednia arytmetyczna, o której mowa wyzej wynosiaoraz b = aVl-e2
i A = a(1- e2) (patrz rysunek).
Zatem, trzecie prawo Kepiera stwierdza, ze istnieje taka stala C, ze dla kazdej planety mamy

gdzie a jest dluzsza pólosia jej elipsy aT jest czasem jednego obiegu.

Finisz, czyli zryw koncowy

aJ

"T2 = C,(9)

Pole S elipsy o pólosiacha i b wyraza sie wzorem S= 1lab. Z definicji B dostajemy wiec

1lab -- . 1la2]1l-e2
B = --, a poniewaz b = a V l - e2, wiec otrzymujemy B = -----.

T T

Podstawiajac to do wzoru (8) mamy (wobec tego, zeA = a(l-e2) - rysunek na
marginesie), ze wielkosc silyF(t) wyraza sie wzorem .

4B2 l 41lC
IF/= --'-'m=--'m,

A r2 r2
(10)

odleglosc min.= _)A ,odleglosc+.

max. = ~,ich srednia arytmetycznal-e
a=_A_ c=a-~ b=a~

] _ e2 t 1+e '

gdzie C jest stala z trzeciego prawa KepIera, taka sama dla kazdej planety. A wiec

ogólnym wzorem na sile powodujaca zakrzywienie trajektorii planet (sukces drugi i (10»
jest (we wspólrzednych kartezjanskich)

(11)
41lC

F(t) = ---' m(cosrp(t), sinrp(t).
r2(t) .

Okazuje sie jednak, ze dla ukladu Ziemia-Ksiezyc i Jowisz - jego ksiezyce wychodza
zupelnie inne stale C!

Leca jablka, leca

p LOSOPHIJE

Teraz, Czytelniku, mozesz pójsc do sadu i stanac pod jablonka. Byc moze, kiedy juz
to wszystko wiesz, jablko spadajace na Twoja glowe olsni Cie wystarczajaco bys zauwazyl, ze
(10) mozna napisac w postaci
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(12)
y

IF(t)/ = --m' MO,
r2(t)

gdzie MO jest masa Slonca (ay = 41lCjMO) i dostrzegl, ze rózne stale C uzyskane dla innych
41lC

ukladów np.' Ziemia-Ksiezyc sa spowodowane tym, ze to wlasnie --= y
MO

jest stale! A wiec to wzór (12) zawiera najogólniejsza prawidlowosc: Sila z jaka Slonce
i Planeta przyciagaja sie wzajemnie jest proporcjonalna do iloczynu ich mas podzielonego
przez kwadrat odleglosci miedzy nimi. Uogólnienie tego faktu na wszelkie obiekty
materialne jest juz przedsiewzieciem stos&nkowo naturalnym.
Na koniec' zauwazmy, ze z prawa powszechnego ciazenia i praw mechaniki Newtona
wynika, ze Slonce nie jest nieruchome, lecz podlega pewnym ruchom pod wplywem sil

grawitacyjnych planet ukladu slonecznego. Jednakze, poniewaz masa Slonca jest
wielokrotnie wieksza niz masy planet, ruchy te sa stosunkowo nieznaczne i zostaly

zaobserwowane o wiele pózniej. Mamy wiec kolejna (po KepIerze) poprawke do teorii Kopernika,
ale to calkiem inna historia, tym razem taka, która cieszy, a nie martwi.
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