Prawo
powszechnego
cigzenia

(wedlug Newtona)

Zasady dynamiki Newtona

1. Zasada bezwladnodci. Istniejy ciala
{inercjalne uklady odniesienia), ktdre
poruszajg si¢ ze staly predkoscia po prostej.
I1. F = m - a. Pojawienie sig przyspieszenia
w ruchu ciala, obserwowanym

ukladu odniesienia, jest

z inercjal
rownowaine stwierdzeniu, e cialo to
podlega zewngtrznemu dzialaniu jakiegos
dodatkowego ciata, Miarg tego dzialania
jest sila, ktdra powinna byé¢ okreélona

z innych praw mechaniki (np. prawa
powszechnego cigzenia) w ten sposob, by
preyspieszenie ciala bylo proporcjonalne
do dzialajgcej nan sily.

111, Zasada akeiji i reakeji. Kazde cialo
dzialajace na inne pewng silg musi przy
tym samo podlegaé dzialaniu réwnej

i przeciwnie ski j sily pochod

od tego dr ciala. Dzialanie sil jest
wigc zawsze wzajemne, a obie towarzyszigce
spbie sily s4 zawsze tego samego rodzaju

Naturalis Principia Mathematica (1687)
sformutowal to tak:

Prawo 1: Kaide ciolo trwa w swym stanie
spoczynku lub ruchu prostoliniowege

i jednestajnego, jesli sily przylozone nie
zmuszajq ciala do zmiany tego stamy.

Prawo I1: Zmiana ruchu jest proporcionalna

we gpic do Phil

do przylozonej sily p jgeej i§ odbywa sig
w kierunku prostej, wzdluz kiorej sila jest
przyloiona.

Prawo I11: Wzgledem kazd,

istniefe prreciwdzialanie, skierowane
przeciwnie i rowne, 1j. wzajemne dzialania
dwéch cial sq zawsze rowne sobic i skierowane
przeciwnie.
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T(p)

B
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(np. obie grawitacyjne lub obie sprezyste itp.),”

Doc. dr Piotr MANKIEW ICZ

Wszyscy dobrze znaja anegdotke o tym, jak to Newton odkryl prawo powszechnego cigzenia
pod wplywem jabtka, ktore mu spadio na glowg, anegdotke rownie popularng co bezsensowna.
Bowiem w owym czasie nie istnialy ,,ziemskie™ fakty pozwalajace na pelne sformulowanie

tego prawa. W przeblysku natchnienia geniusz mogiby zaryzykowac stwierdzenie ,,kazde dwa
ciala sie przyciaggaja’ zamiast przyjetego do tej pory ,,Ziemia przycigga kazde cialo™.

Z drugiej jednak strony, wystgpujace na Ziemi sily przyciagania rozne od (Ziemia — inne cialo)
byly w dwezesnych warunkach nie do zaobserwowania nie moéwiac juz o ich zmierzeniu,
Przypomnijmy, ze laboratoryjne sprawdzenie prawa powszechnego ciazenia, a wiec pierwsze
jego potwierdzenie w warunkach ziemskich nastapito po ponad 100 latach. Nasuwa sig pytanie:

1
Skad Newton wzigl ilosciowa formg swojego prawa — owo —7 Nie mogl mu tego nasunqc
g

widok zadnego spadajacego jablka, a przeciez tego nie zgadl! Praw przyrody nikt nie zgaduje,
1

mozna je tylko wrioskowaé na podstawie obserwacji tejie przyrody. Wiec skad sig¢ wziglo —-?
r

OdpowiedZ na to pytanie zawarta jest w zachowanej na szcze$cie relacji z rozmowy Halley'a

z Newtonem: '

Halley: Jak wygladalaby sila, ktéra powoduje, ze planety kraig po orbitach eliptycznych?

Newton: Odwrotnosé¢ kwadratu (odleglosci).

Halley: Skgqd Pan to wie?

Newton: Po prostu, obliczylem.

Mogt obliczyé to Newton, mozemy i my! Ale

Nic za darmo

Przytoczony powyzej fragment rozmowy dowodzi, ze Newton wywnioskowal prawo
powszechnego cigzenia z praw rzadzacych ruchem planet — tzw. praw Keplera. Byly to jedyne,
do czasu doswiadczen Cavendisha znane wowczas fakty, z ktorych mozna to bylo zrobié.
Ponizej zostanie pokazane jak mozna ,,wyliczy¢"” z praw Keplera prawo powszechnego cigzenia.
Poniewaz, jak wynika z klopotow zwiazanych z jego sprawdzeniem, prawo to jest bardzo
».delikatne”, nie nalezy wiec mie¢ nadziei, ze ,,rachunek” bedzie fatwy. Wiadomo, nadzieja...
Wszystko to zgodnie z ogdlng zasada (zachowania informacji?), ze zeby dojs¢ do
nietrywialnych wynikow trzeba si¢ ,,troche™ napracowac.

Poniewaz, jako sie rzeklo, rachunek nie jest najlatwiejszy, umowmy si¢ Czytelniku, na

samym poczatku, ze wyjmiesz kartke papieru i weZmiesz oléwek do reki, ze liczy¢ bedziemy
wspoOlnie, razem — to znaczy Ty i ja.

Fakty ktore beda nam potrzebne, a ktérych mozesz nie znac
F1. Jezeli na plaszczyZnie dana jest we wspolrzednych biegunowych (r, @) krzywa r = r(g)
to pole S figury zakreslonej przez odcinek [0, r(¢)] dla @ € [o, ] wyraza si¢ wzorem

' 4

Sk S r3(g)d
5\ (@de.
-4
Dowdd tego wynika bezposrednio z rysunku na marginesie, oraz z definicji calki jako granicy
sum Riemanna.
I2. Jezeli & jest elipsa na plaszczyznie, to przy odpowiednim wyborze wspolrzednych
biegunowych (poczatek ukladu wspolrzednych w ognisku i kat mierzymy od dluzszej polosi &)
A

jej roOwnanie ma postac r= —mm—o,
I —&cosg
gdzie 4 > 0i £ € (0, 1) sa pewnymi stalymi zwigzanymi z rozmiarem i ksztaltem elipsy.
Mozna to sprawdzi¢ wychodzgc od rownania elipsy we wspoirzednych kartezjanskich.

PIERWSZE PRAWO KEPLERA

K 1. Planety poruszajq si¢ w plaszezyznach zawierajacych Slorice po orbitach eliptycznych.
Slorce znajduje sie w ognisku elipsy. Niech S — oznacza Storice, a P — dowolna ustalong
planetg.

Wybierzmy w plaszczyinie trajektorii planety P uklad wspélrzednych biegunowych (r, ¢) tak,
aby pozycja P w chwili 7 zadana byla robwnaniem

(1 r(t)(1 —ecosp(t)) = A

(Stofice w poczatku ukladu wspolrzednych a kat mierzymy od diuzszej polosi orbity P —
por. FL.).
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Rozwiaranic zadania F 97.
Naturalny ruch balonu jest wynikiem
przzmian cnergetycmych zachodzacych
w ukiadzie: Ziemia, j¢j atmosfera, balon,
W trakcie wznoszenia balonu, werasta
energia poteacialna sil ciggkodci ukladu:
balon—Zicmia, malejr natomiast dia ukiada:
atmosfera—Ziemiu, do proestrzeni
opréinianci preez balon naplywa bowiem
powictrie przezen wypierane. Ruchowi
balonu do géry towarzyszy ciagle ,.spadanic”
powictrza. Sumaryczna energia potencialna
maleje, czemu w idealnym przypadiku bez
OpPOrow (OWATZYSZYC winmicn wirrosi energii
kinetycznej. Rozwaimy przemieszezenic
niesciiliwego ciala o masie m i objgtosci V
ni wysokosc h. Niech odbywa sig 1o w
niciciiliwym plynic o pestoici op i
jednorodnym polu si! cigikodc
(przyspicszense g), Zmiana energii
potencialne] ukiadu wynosi:

AE, = (mgk—0)+ (0— Vopeh) =

= (u— Vegleh.

Kierunck rochu bedrie oczywiscie zaleial
od roinicy gestoici plynu i ciala.

DRUGIE PRAWO KEPLERA

K2. Odcinek lqgczqey Slonice z planetq zakresla rowne pola w réwnych odeinkach czasu.
Innymi stowy pole S(t, 15) zakreslone przez odcinek OP w czasie od 7, do 7 jest rOwne

B(t—t,), gdzie B jest pewng stala zwiazana z ,,zachowywaniem si¢™ planety P. Z twierdzenia

o catkowaniu przez podstawienie i z F1. mamy, ze
G(f) | ’
§ r@ap == {000 =B0-10.

giig) la

S{'l ’U} =‘E

Zatem, z Podstawowego Twierdzenia Analizy (Newton, Leibniz) wnioskujemy, ze
g St r) ) 2()g'(r)= B
= s = e )= v
o X 5O

skad dostajemy
2) - r’(Ng’(r) = 28.

‘W dalszym ciagu bedziemy opuszczali zmienng t pamigtajac jednak, Ze r i @ s3 funkcjami r.

Kierunek sily grawitacji czyli pierwszy sukces czeSciowy
Jezeli zroZniczkujemy (2) i podzielimy przez r, to otrzymamy
3) 2r'g’+re” = 0.
Z drugiej strony, wspolrzedne kartezjanskie planety P w chwili f s3 rowne
x(t) = rcosp i yp(t) = rsing
tak, ze wspolrzedne wektora predkosci planety P wyrazaja sie wzorami

x'(1) = r'cosg—rg'sing, y'(t) = r'sing+re’cosg.

Podobnie, rozniczkujac raz jeszcze, otrzymujemy, ze wektor przyspieszenia a(r) = (x'(1), (1))

planety P ma wspolrzedne kartezjanskie
x'(t) = r'cosp—2r'g'sing—r(p’)2cosp—re’sing,
Y1) = rsing42r'¢'cosp—r(p Y sing+re”cos .
Korzystajac z rownosci (3), dostajemy
4) x(t)= [ —r(@'Pleosg i ¥'(1) = [r"—r(gp’)lsing.
Zapiszmy to nieco inaczej, a mianowicie

e L

x(t) = [r— —(tp’)’] reosgp = [- —(w')’]x(r)
i r
i o

J
Yo = [T = f«p')’] rsing = [T 2 (w’)‘]rtr).
Ostatecznie wnioskujemy, ze

(5) a(r) = [—r-— —(p')? ] OP().
r

Poniewaz, na mocy drugiego prawa mechaniki Newtona F(r) = ma(r) uzyskaliSmy pierwszy
sukeces: Kierunek sily F(r), ktora powoduje zakrzywienie toru planety P jest rownolegly (5)

do wektora OP (od Slonca do planety), a jej wielkos¢ jest réwna, na mocy (4)
(6) [F(r)) = |ma(r)| = m[+” — r(@')?1l,

gdzie m oznacza masg planety P.

Nareszcie jest > czyli drugi sukces czg¢sciowy

Wyliczymy teraz, czemu jest rowne r”“—r(g’)?>. W tym celu zrézniczkujemy rownanie (1)
i pomnozymy je przez r. Dostajemy rr'(1 —ecosg)+erig’sing = 0,
co po uwzglgdnieniu rownosci (1) i (2) daje Ar'+ 2Besing = 0.
Rozniczkujac jeszcze raz, otrzymujemy
(N Ar" 4+ 2Beg’cosg = 0.
1. 4B% ecosg

Ponownie uwzgledniajac (2), mamy " = — -
i




W konicu wyliczajac z (1) — ecosg, oraz jeszcze raz uwzgledniajac (2) dostajemy ostatecznie
4B* | ~

= o
Sukces drugi: Wielkosé sily F(r) jest w kazdej chwili 7 proporcjonalna do odwrotnosci kwadratu
odlegloéci r planety P od Slofica i jest ona skierowana w strone Slofica przeciwnie niz wektor OP.
Zachodzi rownos¢

co§, co da sig ,,wstawi¢™ do (6): r'—r(g)t = —

a5 It
f—em=—m,
7 2

4B
(8) IF(1)| =

gdzie p-= 4B*/A.
TRZECIE PRAWO KEPLERA

K3. Szescian Sredniej arytmetycznej najwigkszef i najmniejszej odleglosci planety od Slonica

po podzieleniu przez kwadrat czasu jednego obiegu dookola Slorica jest dla kazidej planety

(naszego ukladu slonecznego) taki sam.

Ze wzoru (1) latwo zauwazyc, ze jezeli a i b s3 odpowiednio diuzsza i krotsza polosig elipsy
danej rownaniem (1), to $rednia arytmetyczna, o ktorej mowa wyzej wynosi aoraz b = a ]/ 1—¢f
i A= a(l—z?) (patrz rysunek).

| %2a <l Zatem, trzecie prawo Keplera stwierdza, Ze istnieje taka stala C, ze dla kazdej planety mamy
aJ
)] 71 = G,
b gdzie a jest diuzsza polosia jej elipsy a T jest czasem jednego obiegu.

a Finisz, czyli zryw koncowy

Pole § elipsy o polosiach a i b wyraza si¢ wzorem S = zab. Z definicji B dostajemy wigc

ab =—— 2y 1—e?
B = ¥ , @ poniewaz b = ay’l —&2, wiec otrzymujemy B = fa—l—; 2
. A
Odlegloft min, = <=, odlaglost Podstawiajac to do wzoru (8) mamy (wobec tego, ze A = a(l —&?) — rysunek na
max. = 5~ ich érednia arytmetyczna marginesie), ze wielkos¢ sily F(t) wyraza sig wzorem
-E
A A — 4B 1 4aC

g e a o e L (10) L e R i ener - a

gdzie C jest stalg z trzeciego prawa Keplera, taka sama dla kazdej planety, A wigc
ogolnym wzorem na sile powodujaca zakrzywienie trajektorii planet (sukces drugi i (10))
jest (we wspolrzednych kartezjaniskich)

4aC -
(11) F(t) = ——— m(cosg(1), sing(1)).

r¥(r)
Okazuje si¢ jednak, ze dla ukladu Ziemia—Ksiezyc i Jowisz — jego ksigzyce wychodza
zupeknie inne stale C!

Leca jablka, leca

Teraz, Czytelniku, mozesz p6js¢ do sadu i stanaé pod jablonka. By¢ moze, kiedy juz
| to wszystko wiesz, jablko spadajgce na Twoja glowe ol$ni Cig wystarczajaco by$ zauwazyl, ze

P[—III_OK)PHI F: ) (10) mozna napisaé w postaci

NATURALIS (12) 1F(f)|=r;imm-Mc.
P R I N C I P I A gdzie M jest masa Slofica (a y = 4nC/M) i dostrzegl, ze rozne stale C uzyskane dla innych
. 4nC
MATHEMATICA. ukladéw np, Ziemia—Ksiezyc sa spowodowane tym, ze to wlasnie Mo =y
jest stale! A wiec to wzor (12) zawiera najogolniejsza prawidlowos$¢: Sila z jaka Slonce
|{Amorr TE NEWFTON, Trer. Lol Comad. Sor. Wathefeo| . . s . . ok % s . 9
Lasafiams, & Socsezaris Hegalis Sodsh i Planeta przyciggaja si¢ wzajemnie jest proporcjonalna do iloczynu ich mas podzielonego
przez kwadrat odleglo$ci migdzy nimi. U?gélnienie tego faktu na wszelkie obiekty
" 1{‘ 'P vlt 1 'M ;:‘ ;FR"P}E = materialne jest juz przedsigwzigciem stosunkowo naturalnym.
- iy : Na koniec zauwazmy, Ze z prawa powszechnego ciazenia i praw mechaniki Newtona

wynika, ze Slorice nie jest nieruchome, lecz podlega pewnym ruchom pod wplywem sit
Sy grawitacyjnych planet ukiadu stonecznego. Jednakze, poniewaz masa Slorica jest
e St Mapes = Typle e Srases Brafias apusd wielokrotnie wigksza niz masy planet, ruchy te sa stosunkowo nieznaczne i zostaly

AR, zaobserwowane o wiele poZniej. Mamy wigc kolejng (po Keplerze) poprawke do teorii Kopernika,
ale to calkiem inna historia, tym razem taka, ktora cieszy, a nie martwi.




