Zgadmy najwiekszy!

Danuta i Wiadyslaw
MAJEWSCY

— Zagrajmy w odgadywanie liczb — zaproponowal Marek.

— To znaczy pomyslisz jakas liczbe, a ja mam odgadngé¢? —

zaciekawil si¢ Darek.

— Niezupelnie tak. Pomyslg sobie nie jedna liczbg, lecz caly ciagi kazda z tych
liczb zapisze na oddzielnej kartce. Potem kartki potasujg i bedg je kolejno
odkrywal. Ty, gdy uznasz, ze pokazana liczba jest najwigkszg sposrod
wypisanych przeze mnie, przerywasz gre. Trafile§ — wygrales; nie — wygralem ja.
Jasne?

— Jasne, ale nasze szanse nie sg rowne.

— Masz racjg i dlatego proponujg; ty za wygrang otrzymasz np. 5 pkt, a gdy ja
wygram, wzbogacg si¢ o | punkt. Zgoda?

— Zgoda — odpart Darek i po namyS$le dodal — sadzg, ze wystarcza mi trzy
punkty.

— No to zaczynamy — Marek wzial si¢ szybko za zapisywanie liczb, jakby bojac
sig, ze Darek zmieni zdanie.

Czy Darek, ustalajac punktacje, nie przecenil swych szans?

Przeciez w wypadku, gdy Marek zapisze bardzo duzo liczb, odgadnigcie
najwigkszej wydaje si¢ bardzo trudne. Zanim zaczniesz czyta¢ nastgpny akapit
pomysl: w jaki sposob zamierza Darek odgadywac, a wige jaka zamierza przyjac
strategi¢ i na jaki procent poprawnych odpowiedzi moze liczy¢ stosujac ja?
Zakladamy, Zze gra trwa dlugo i Zze przed kazda partiag Marek podaje Darkowi,
ile liczb tym razem napisal, powiedzmy n.
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Darek postepuje tak: przeglada k poczatkowych liczb bez przerywania gry

i zapamigtuje najwigksza sposrdd nich. Nastepnie widzac pierwsza liczbg wigksza
od zapamigtanej uznaje ja za najwigksza. Oczywiscie, jesli wérod pozostatych
(n-k) liczb nie znajdzie si¢ wigksza — Darek nie wybiera zadnej i przegrywa
,,walkowerem™. Jakie jednak powinien wybra¢ k?
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Jakie jest prawdopodobienstwo, Zze dla danych k i n Darek poprawnie wskaze
najwicksza liczbe oraz dla jakiego k prawdopodobienstwo to jest najwicksze?
Przy obliczaniu posluzymy si¢ technikg czgsto stosowana w matematyce:
zastgpimy zadanie sformulowane dla skonczonego ciggu liczb catkowitych
analogicznym zadaniem dla odcinka [0, 1]. Pozwoli to zmieni¢ sumy na catki
i znacznie uprosci rachunki. Wynik uzyskany w ten sposob jest dobrym
przyblizeniem nawet dla niezbyt duzych n. Jak duze musi by¢ n, aby blad nie
przekroczyl np. 1% ? Zastanow si¢ nad tym po przeczytaniu calego artykulu.
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Przedstawmy graficznie mozliwy ciag » liczb: . N
| — najwigksza sposrod liczb poczatkowych - - y
2 — w tym przedziale nie ma wigkszych liczh L
3 — najwigksza liczba = e
4 — druga co do wielkosci liczba g G TR g X
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a nastgpnie przeskalujmy os OX przekszlalcnj;;? odeinek od | fdo n naxodcincl\

[0,1] — wariant B na rysunku. OznaczyliSmy przy tym stosunek k/n przez f,

a polozenie najwigkszej liczby przez x. Widzimy, Ze przyj¢ta strategia przyniesie

powodzenie, gdy ciag ma nastgpujace wlasnosci:

I~ Najwigksza liczba znajduje si¢ w przedziale (f, 1) — tj. wsrod koncowych (n-k)

liczb

oraz 2" Druga co do wielkosci liczba jest w przedziale (0, f).
Prawdopodobienstwo tego zdarzenia = f

lub Druga liczba jest w (x, 1), a trzecia w (0, f).
Prawdopodobienstwo = f- (1 —x)

lub Druga i trzecia jest w (x, 1), a czwarta w (0, f).
Prawdopodobienstwo = f-(1 — x)?

lub Druga, trzecia i czwarta w (x, 1), pigta w (0, f).

Prawdopodobienstwo = /- (1 —x)* itd.
Prawdopodobienstwo speinienia ktoregos z wariantow warunku 2 jest rowne:

L O4+0=x)+(1=xP2+(1=xP+...) = f]x.

Szereg w nawiasie jest «nany ze szkolnego programu matematyki w postaci
atva*+ad+a*+ ... = 1/(1—a).
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W jednej ze szkol warszawskich
miala miejsce straszliwa awantura.
Rodzice zarzucali nauczycielce, ze
przekazuje dzieciom nieprawdziwe
wiadomosci. Meritum sprawy mozna
bylo stresci¢ tak: czy
rownoleglobok jest trapezem? Ze
zdumieniem dowiedzielismy sig, ze
nie jest! (Karol Szymanski, Edward
Zegadlo, Matematyka 5). Oto
stosowne okreslenie (str. 135)
“zworokqt wypukly, ktory ma
dokladnie jedng pare bokdw
rownoleglych, nazywamy trapezem.
Mozna i tak. Ostatecznie to jest
kwestia definicji. Ale —
konsekwentnie — kwadrat nie
powinien by¢ prostokatem (a na
stronie 144 autorzy twierdza, ze jest),
liczba 2 nie powinna by¢ wymierna
(bo jest przeciez catkowita ...), a kon
nie powinien byé zwierzeciem.

Stan naszego konta w rozliczeniach ze $wiatem wyraza sig prostym ulamkiem,

Prawdopodobienstwo sukcesu, a wige trafnego odgadnigcia, jest rowne calce po
wartosciach x spetniajgcych warunek 1° z prawdopodobienistwa spelnienia
warunku 2°. Jest to uogélnienie wzoru na prawdopodobienistwo warunkowe na
przypadek, gdy zmienia si¢ ono w sposob ciagly w obszarze argumentow
spetniajacych warunek:

p()=\(flxydx = f(In I =Inf)= - In(l}f)

— e —

Wykres p(f) przedstawia rysunek obok.
Prawdopodobienistwo na maksimum dla / = I/e = 0,37, co moZna wykazaé
obliczajac pochodna i przyrownujgc ja do zera:

POy =In(1/f) =1

pPiUfl=0-1jf=¢ czyli [=lfe

+ o+ +

Teraz jest juz jasne: Darek moZe zadowala¢ si¢ stawkami 3 : | na swoja korzysé.
Jezeli wskazujac najwigksza liczbg prawidlowo otrzymuje on Z punktow

(w naszym przypadku Z = 3), a przy porazce przegrywa jeden punkt, to
oczekiwany wynik kazdej gry jest rowny:

(lfe)- Z—(1—=1/e)- |

A wigc jezeli Z > (e—1) = 1,72, to przy dlugotrwalej grze Darek ma pewnosé
wygranej.
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Jezeli proponowana gra spodobata Ci sig, to postaraj si¢ zastanowic, czy
proponowana strategia jest na pewno najlepsza?

lle wynosi prawdopodobienistwo sukcesu dla n = 2, 3, 4, 5, 10?

Jak zmieni si¢ optymalna strategia i prawdopodobienistwo wygranej, gdyby:

a. Marek mogt uklada¢ liczby wedlug swego uznania zamiast je tasowac?

b. Darek nie znal kazdorazowo liczby n, a jedynie wiedzial, Ze jest ona wigksza od
n, i mniejsza od n,?

c. Darek nie musial da¢ odpowiedzi, tj. w sytuacji, gdy nie wskaze on zadnej
liczby — uznawano remis?

d. zastosowa¢ modyfikacje a, b, ¢ jednoczesnie wszystkie lub parami.

Przeslijcie nam wyniki swych przemyslef. Odpowiedzi na niektore pytania my tes
nie znamy.

Zastosowania geomet

ktérego licznik opisuje to, co mamy, a mianownik — to, co cheemy mieé. Mozemy
albo zwickszaé licznik (co czyni Zachad), albo zmniejszaé mianownik (co zawsze
zalecata filozofia Wschodu).

(Dean Inge, ,, Mathematical Student™ 1934)

Kacik Czytelnicz y
Kulej geometrii

— Ech, WNUku zatracony — powiedzial Bandzioch zblizajac sig
groznie do Kostii Rudenko. — Na co to sie porywa ... Z
powszechnej do gimnazjum sig zachcialo! Nawet srebrnych guzikow
nie macie ani mundurkéw ... A pchacie sie, gdzie nie trzeba ...
— Wy — to szkola $rednia, a my szkola wyzsza, mimo ze
powszechna — powiedzial chytrze Kostia Zuk. — A uczylismy sie
wigeej od was ... Powiedz mi na przykiad, gdzie mamy polowg sumy
podstaw?
Baridzioch jeszcze nigdy w Zyciu nie zetknal si¢ z ,.polowa sumy
podstaw™,
— Kicham na twoje polowy sumy podstaw — wéciekat sie
Bandzioch. — Przylozg ci zaraz pieczatke na facjacie, to bedziesz
wiedzial ...

(Lew Kassil, Szwambrania)
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— To znaczy wszedles takze pod kotdre?

— Pod koldre — powtorzyt — z parg zimnych, nagich ramion
wokol szyi i z dygocgeym, wstrzasanym szlochami cialem,
przytulonym do mego ciata.

Rivers popil troche whisky i przechylony na oparcie fotela diugo
palit w milczeniu.

— Prawda — odezwal si¢ wreszcie. Cala prawda i nic tylko prawda.
Wszyscy Swiadkowie skladaja e sama przysiege i zeznaja o tych
samych wydarzeniach. Rezultatem jest oczywiscie pig¢dziesiat
siedem odmian Fikcji, Ktora z nich jest najblizsza prawdy?

Stendhal czy Meredith? Anatol France czy D. H. Lawrence? Zrodla
najglebszego zycia niechaj si¢ zlacza w zlocistej czystosci
wamigtnego uczucia czy lez reakeje pleiowe samicy ludzkiej?

— Znasz odpowiedZ? — zapytalem.

Potrzasnal glowa.

— Moze geometria moglaby tu cos wyjasnic. Przedstawic fakt na
zasadzie trzech wspotrzednych. — Cybuchem fajki Rivers wykreslil
w powietrzu dwie linie, zbiegajace si¢ pod katem prostym, a z
punktu ich przecigeia poprowadzil trzecia, ciagnac ja az.ponad
glowe. : 2

(Aldous Huxley, Genitsz i hoging)



