ZapisaC rzecz prostg

W SposoOb
skomplikowany

Do wzoru (2) wigzanego z nazwiskiem
Stirlinga doszli niezaleznie w 1730 roku
Stirling i de Moivre. Zaden z nich nie byl
w stanie podaé naprawde scislego dowodu,
pierwsze pelne dowody pochodzg dopiero od
Gaussa,
Wzdr Stirlinga dla n = 20 daje
201 = 24288 - 10'4, podczas gdy dokladna
wartocig jest
201 = 2432902008176640000; blad wzgledny
wzoru Stirlinga wynosi tu wiec ok, 0,4

© procenta.

¢wiczenie: obliczy¢ granice

Dr Marcin E. KUCZM A

O pewnym profesorze méwiono: To bardzo madry czlowiek — potrafi najprostsza
ide¢ zawiklac tak, ze jedynie najbystrzejsi stuchacze sa w stanie go zrozumie¢ ...
Niejeden autor stwarza pozory szczegdlnej glebi spojrzenia ubierajgc banalne
tresci w nadmiernie wyszukang forme. Czyzby to mialo istotnie znamionowaé
klas¢ uczonego? Czy w ogdle moze mieé sens postgpowanie w mysl sugestii
zawartej w tytule? Spora czgé¢ badan naukowych w dziedzinach ,,teoretycznych”
polega na wyrazaniu rzeczy skomplikowanych w sposob prostszy — ale takze
vice versa. O celowosci pierwszej z tych metod nie trzeba chyba nikogo
przekonywa¢. Natomiast druga budzi raczej odruch nieufnosci. Komplikowaé?
Po co?

Nie mamy zamiaru kontynuowa¢ rozprawki filozoficznej na temat sensownosci
komplikowania — cho¢ rozwinigcie tego zagadnienia mogloby by¢ frapujace.
Zamiast tego, ograniczymy si¢ do pewnego przykiadu.

W naszym przykladzie ,,rzecza prosta” bedzie pojecie silni:

(0 nli=il«2: cam
Rzeczywiscie: definicja ta jest jasna, zrozumiala, nic tu trudnego ani przesadnie
madrego. No to — zamiast cieszy¢ si¢ prostota, napiszemy co$ takiego:

(2) nl = Y2ann"e-"t4,  gdzie 0 < g, <

12n "

Jest to stawny wzér Stirlinga. Zgodza si¢ chyba wszyscy, Ze panu Jamesowi
Stirlingowi (1692—1770) udato sig zapisa¢ rzecz prosta w sposdb wysoce
skomplikowany ...

Skad si¢ bierze ten przedziwny wzor? Zainteresowanych mozemy odestaé do
podrecznikow analizy matematycznej (w wielu z nich mozna znalezé wzér
Stirlinga z pelnym dowodem) — lub tez zachgci¢ do dokonczenia czytania
niniejszego tekstu.

Samo pojecie silni bywa w matematyce bardzo uzyteczne, Z definicji (1) nie
wynikaja jednak zadne ,,rozsadne™ reguly dzialan na symbolu n!. Otéz zaleta
wzoru (2) tkwi w tym, Zze wyrazenie stojace po jego prawej stronie dobrze sie
nadaje do wykonywania operacji arytmetycznych. Najlepiej to zilustruja przykfady.
W roéznych zagadnieniach analizy spotyka sie ciggi majace w mianowniku n!.
Czynnik ten uwaza si¢ za dos¢ silnie ,,uzbiezniajgcy”; znaczy to tyle, ze n! dazy
dos¢ szybko do nieskoniczonosci. Jak szybko? Jak to wymierzy¢? Mowimy, ze

n

ciag (b,) dazy do nieskonczonosci szybciej niz (a,) jesli Pl Jesli natomiast

iloraz ten ma granic¢ dodatniag skoficzona, mowimy, Ze ciagi (a,) i (b,) daza do
nieskonczonosci jednakowo szybko. Sytuacja jest idealna, gdy ta granica jest
jedynka; wtedy mowimy, Ze rozwazane ciagi sa asymptotycznie rowne i piszemy:
a, = b, (n - c0). Wzor (2) pokazuje, ze

3) nl & ym(g) (1=>-00),

stad zas wida¢ natychmiast, Ze cigg (n!) dazy do nieskonczonosci szybciej, niz
(n?), niz (n*), ogodlnie, niz (n*), gdzie p jest dowolnie duzym wyktadnikiem; takze
szybciej, niz (2"), niz (3"), ogdlnie, niz (a"), gdzie a jest dowolnie duza podstawa;
ale wolniej, niz np. ciag (#"). Te wnioski mozna zreszta otrzymac, tez bez
wigkszego trudu, bezposrednio z definicji (1). Znacznie bardziej subtelne jest np.
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stwierdzenie, ze cigg (n!) dazy do nieskonczonoscei szybciej, niz ( 3 n) , ale
n

wolniej, niz (% n) . Wywnioskowac to wprost z definicji (1) byloby trudno;

natomiast z wzoru (3) jest to widoczne od razu — wystarczy tylko wiedzie¢, ze
2= <3l :
W zbiorach zadan z analizy matematycznej czgsto mozna znaleZ¢ takie

o
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Granice te da sie wyznaczyé¢ metodami calkiem elementarnymi (wystarcza
wiadomosci szkolne) — ale zadanie jest wtedy nielatwe. Za to dla znajacych wzor
Stirlinga zadanie jest typu ,,samograj’’:

l l = iin l
= nim — |1/ 7 Boa—ntEy)| LA Li2n o= L +Eqfn ==}
- (n!) 5 (| 2ann"e ) 2nn)'i2"e i

To, ze ciag (j/n!) dazy do nieskoriczonosci, jest dosé jasne (jego wyrazy to
srednie geometryczne poczatkowych odcinkéw ciaggu 1, 2, 3, ...). Otrzymany

przed chwilg wynik daje dodatkowa informacje, ze f/;r_! dazy do nieskonczonosci
tak samo szybko, jak n: dokiadniej, dostaliSmy réwnosé asymptotyczna

nix 2 s o).

(Kto podejmie trud przeprowadzenia dowodu elementarnego, }acno zrozumie,
dlaczego wzor Stirlinga jest ,,mocnym” twierdzeniem).

Trojkat Puscala ’ Przypomnijmy sobie — dla odmiany — trojkat Pascala. Jak wiadomo, jego n-ty
: ! : . wiersz (numeracja od n = 0) sklada si¢ z n+ 1 liczb naturalnych, tak zwanych
5 n
'1“,' ; wspodlczynnikow Newtona al , k =0,...,n Oto dla przyktadu
|‘4.r>‘4|1 k k'(" k)'
15101051 wiersz 6smy:
Griiiiiniiriin, 1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 1 rozpoczyna si¢ od jedynkl, nastgpnie wspolczynniki
O roznyeh cickawyeh wlasnosciach tego wzrasta_,q pOCZaWszZy od potowy dlugosci wiersza wspotczynniki maleja az do
trjkata pisalisms na presklad w numerze jedynki; czes¢ wznoszaca jest symetryczna do opadajacej. Wymienione wlasnosci

gl przystuguja wszystkim wierszom trojkata Pascala. Sg one powszechnie znane.

Sprobujmy sig zorientowad, jaki jest ,,rozklad masy” w wierszach o duzym
numerze. Coéz to znaczy? Wyobrazmy sobie, ze podzielilismy pewien ustalony,
wzorcowy odcinek na n-+1 rownych przegrédek i ze do kazdej z nich sypiemy

n
piasek w ilosci proporcjonalnej do odpowiedniego wspdlczynnika ( k); przy tym
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ogolna masa piasku jest stala, niezalezna od n — przyjmijmy ja za jednosé.
Poniewaz suma wspolczynnikdw Newtona w n-tym wierszu réwna si¢ 2", wigc
n

masa piasku nasypanego do k-tej przegrodki bedzie réwna Z_ﬂ(k . Gdyby
e 22 Lo rozkiad masy by} réwnomierny, ilo$¢ piasku w kazdej przegrédce bylaby réwna

' 4 1 {(n+1). Rzecz jasna, tak nie jest. W przegrodkach blisko srodka piasku bedzie
wigcej, w przegrodkach skrajnych — mniej. Piasek utworzy gorke. Interesuje nas
ksztalt tej gorki przy n — 0.
Gdy n jest parzyste, gorka ma wyrazny wierzcholek: n-ty wiersz trojkata Pascala
ma wyraz stodkowy, najwigkszy. Przesledzmy zachowanie si¢ wspolczynnika

= !
Newtona ( ) gdy n dazy do co przyjmujac wartosci parzyste.

n/2
Na mocy wzoru Stirlinga [piszemy n—k = []:
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Przyjmijmy k =/ = : n; dostaniemy wtedy

2
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e a5 Widac stad, Ze ten $rodkowy wspdlczynnik gromadzi niepokojaco duzg czgsc
TP A o ogolnej ,,masy”. Zamiast wielkosci rzgdu | /n, ktora nalezalaby sig przy
rozkladzie réwnomiernym, mamy wielko$é rzedu l/;/ n.
A wigc wierzcholek gorki bedzie coraz wyzej. Poniewaz masa ogdlna sie nie
_ | : zmienia, mozna si¢ domyslac, ze nasza gorka bedzie ksztaltem coraz bardziej
A , - przypominac¢ iglicg (rzut oka na rysunki: dla n = 4 mamy rozbudowane ,,podium
- EA oA zwycigzcow™’, dla n = 8 sylwetke Palacu Kultury i Nauki).
e PP PSP 7 s L ; Sprébujmy to udowodni¢. Pokazemy mianowicie, Ze jeéli a jest dowolng liczba



; i ) i
dodatnig mniejsza niz 5 to suma wspolczynnikow Newtona (

\},\_) wzgledem

- n
k < an zgromadzi, przy duzych s, znikomo mala cze$¢ sumy wszystkich (!) .
ol
gdy k < n. Przez symetrie, jesli 5 < b < |, to réwniez ,,na prawo od b bedzie

mato masy™. Zatem prawie cala masa bedzie skupiona blisko $rodka.

Mamy wigc wykazad, ze g, — 0, gdzie
n n'
> () == 20}

FNHEN

k=an

Suma ta ma [a(n+ 1)] skladnikéw; najwigkszym z nich jest ostatni, odpowiadajacy
wartosci k = [an]. Stad oszacowanie (doprawdy, mato subtelne)

(5) : ga < 27 "[a(n+l)]([l ])
[x] oznacza czesc calkowity liczby x, tj.
najmniejszq liczb calkowita nie Prosi si¢ teraz skorzysta¢ z wzoru (4) podstawiajac k = [an]. Otoz my sobie
PCOEYTRCINAEN % _ ulatwimy zycie jeszcze bardziej i przyjmiemy po prostu k = an (wyrazenie po

prawej_stronie wzoru (4) ma sens takze dla k i / niekoniecznie calkowitych).
Oczyw‘lécw [an] = an (n — ), wigc asymptotyczna rownosé we wzorze (4)
zostanie zachowana:

I

T R i
([an] T V2mn (an (“—0)”) Y/ 2ana(1 —a) (a“(l—a)"") ;

Wobec nierownosci (5) ciag (g,) szacuje si¢ asymptotycznie przez wyrazenie

aln+1) | A
V 27na(1 — ( 2a°(1 —a)'~* )

Dla a € (0, 1/2) liczba w duzym nawiasie jest mniejsza od jednosci (co mozna
sprawdzi¢ zwykia metoda rachunku rozniczkowego). Zatem ciagg (6) dazy do zera,
wobec czego takze g, — 0 — a o to wlasnie chodzilo.
Wykorzystujac oszacowanie (5)—(6) nietrudno przeliczy¢, ze jesli sypiemy pias-k
na droge dlugosci 1 kilometra wedlug podanej recepty, przyjmujac np. n = 1000
floms »s 3 (czyli dzielac ten kilometr na dziatki metrowej dugosci), to srodkowa

s stumetrowka zgromadzi > 99,8% calej masy piasku.
[ L Opisane zjawisko mozna zinterpretowaé¢ w nieco innym jezyku. Wyobrazmy sobie,
ze punkt wcdrulqcy po plaszczyznie startuje z potozema (0,01 w kazdym
kroku przesuwa si¢ o wektor jednostkowy poziomo w prawo lub pionowo w gorg
(wybor jest losowy, z rownym prawdopodobienstwem). Niech S oznacza dowolny
sektor wyznaczony przez dwie pélproste wychodzace z punktu (0,0) i
zawierajacy w swoim wngtrzu dwusieczng pierwszej ¢wiartki plaszczyzny (prosty
» = x). Wowczas nasz bladzacy punkt znajdzie sic w obrebie sektora S
z prawdopodobienstwem dowolnie bliskim 1, po dostatecznie wielu krokach.

)

Kolejny, ostatni juz, przyklad bedzie nieco ,,lzejszej natury”. Panowie S, W, N, E
grajg w brydza. Jaka jest szansa, ze w pierwszym rozdaniu S otrzyma 13 trefli,

W — 13 kar, N — 13 kierow, a E — 13 pikow? Znikoma — to pewne. Przy
zalozeniu pelnej losowosci szansa ta rowna si¢ oczywiscie | [N, gdzie N oznacza
liczbe wszystkich mozliwych rozkladow.

i N jest duzg liczba naturalng. Ale jak duza? Miliard? Bilion? llocyfrowa to liczba?
z:punktu (0, 0) ““( & }59050'1"’“- I znow wzor Stirlinga pomoze nam zorientowac si¢ w rzedzie jej wielkosci. ,,Rgka”™

Do punkiu kratowego (k, /') mozna dotrzec

52
gracza S moze by¢ wybrana z talii na (13) sposobow. Dla gracz?a W zostaje

39

13) sposobow. Z pozostatych 26 kart

39 kart, z ktorych 13 mozna wybraé na (

26

13) sposobow karte gracza N. |3 kart, ktore zostaly, otrzymuje

52\ 39\ (26 521
=(l3)(l3)(l3)= (131*

wybieramy na (

gracz E. Zatem




’
Zu Szceepunem Jelenskim (,,Sladami Zastosu}my WZOr (2)
Pitagorasa™) podajemy, ze =

(5211304 = 53644737765488792839237440000- 591 = ]/1'04}'52523-52 tesa

Tamize snujdzie Czyielnik wyliczenie, jak .

diugo trzeba graé w brydza, zeby wyczerpad ] 3! _— Vﬁ 13 1 3e— 13+s1,_

wszvstkic mozliwe rozklady. W, E, Hartley

ubliczytt, 2 gdyby ied tyle wilif mulych, Dzielac pierwsza z tych liczb przez druga w czwartej potedze dostajemy
pasjansowych kart, zeby w kazdej £ nich

karty byly ulozone inaczej. i gdybysmy te N = 21 03.5(13n)—1.5ew’

wszysthie talie schowali ciasno do
seesciennepo pudelkya, 1o jepo przekgtna gd.Zic
miababy 200 lat swietlnych.

(7 W= g5,—4&,3; ——31—9--< w < 0.

Interesuje nas liczba cyfr w zapisie dziesigtnym liczby N. Nalezy w tym celu
liczbg N zlogarytmowac (przy podstawie 10). Jesli nie zalezy nam zbytnio na
doktadnosci, zastapmy wielkos¢ 13z przez 40, pominmy czynnik e* jako bliski
jednosci i przyjmijmy 0,3 jako przyblizong wartosc log 2. Wowczas rachunki
stajg si¢ tak proste, ze mozZna je wykona¢ w pamieci. Ich wynik: 28,65.
Popelniamy przy tym biad < 0,2:

28,45 < log N < 28,85. .

A wigc N jest liczbg 29-cyfrowa! Prowadzac obliczenie staranniej (z uzyciem
tablic logarytmicznych) otrzymujemy rezultat

(8). 28,72 < log N < 28,74.

Na lepsza dokladnos$¢ (przy zastosowanej metodzie) nie staé nas; doktadnosé ta
Jest bowiem ograniczona oszacowaniem (7) wyktadnika w. Z nierownosci (8)
wynika, Ze

5,24-10%% < N < 5,49-10%8,

Jest to wige bardzo duza liczba. Gdyby cala powierzchnig kuli ziemskiej, wraz
z gbérami, oceanami itp., obsadzi¢ gesto brydzystami (4 m? na jeden stolik

z czworka graczy), przyjmujac $redni czas rozgrywki itd. — dokonczenie tego
rodzaju spekulacji pozostawimy tym z Czytelnikéw, ktérych to bawi.

Pozostata nam kwestia dowodu wzoru Stirlinga. Zapewne wielu z Czytelnikow
nie lubi przyjmowa¢ wiadomosci tylko ,,na wiarg”; wsrdd nich znajda sig i tacy,
ktorzy wolg potrzebne uzasadnienie wymysli¢, niz szpera¢ w literaturze. (Taka
postawa nie jest rzadkoscig i wréd tworczych naukowcdw; czasem Swiadczy ona
o dociekliwosci, czasem o lenistwie). _

Dla tych Czytelnikow podamy tutaj pobiezny szkic tego dowodu. Uzupelnienie
szczegolow moze staé si¢ interesujagcym ¢éwiczeniem.

Rozpatrujemy szereg Z a,, gdzie
- =1

2 ~1

Wyrazy tego szeregu spetniaja dla » > | nierownos¢ 0 < a, < 1/12r(n—1);
mozna to wykaza¢ np. wykorzystujac rozwinigcie funkcji In(1 + x) w szereg
potggowy. Zatem szereg Za,, jest zbiezny, a oznaczajac przez s jego sumg,
za$ przez s, jego n-ta sumg czgsciowa latwo dosta¢ oszacowanie na

roznice ¢, = s—=5, < 1/12n.

Przez indukcje sprawdzamy, Ze

ay=—1, . d;= n——l—[nL—l dla n > 1.
n

1
Sy, = 85—&y = (n+ -2—-) Inn—n—Inn!, astad

1
"+

(9) nl =n @ 2e-n-ste
iﬁ“_‘j Powolujemy sig¢ teraz na wzor Wallisa (por. np. Delta 8/1980):
L::*limz 2 4 4 2n ~2n _lim___Z“"(n!)“
27 gl 3 3.5 Ta=1 - 2+l i.e (@ADCAFL)

Po uwzglednieniu wzoru (9) stwierdzamy, ze wartos$¢ tej granicy wynosi % oo
skad e™* = J/2x. Podstawiamy to do (9) i wychodzi nam wzér (2).
Jak ten Stirling do tego doszedi?!




