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W tym artykule omówimy pewne matematyczne (a dokladniej, rachunkowe) metody
wyznaczania i porzadkowania zbioru'wszystkich wysokosci dzwieków, uzywanych w muzyce
europejskiego kregu kulturowego.
Poczatki muzyki siegaja poczatków istnienia czlowieka.
W praktyce muzycznej uzywano zarówno glosu ludzkiego, jak i przedmiotów, wydajacych
dzwieki o okreslonej lub nieokreslonej wysokosci. Takie przedmioty wydawaly zwykle jeden
dzwiek - byly to róznegn rodzaju gwizdki, zwierzece rogi, cieciwy luków, prymitywne
instrumenty perkusyjne. Z czasem zaczeto budowac instrumenty, wydajace wiecej dzwieków-
w gwizdku wywiercono otworki i powstala fujarka, dlugosc cieciwy luku skracanb palcami itp.
Poczatkowo zbiór dzwieków, wydawanych przez takie instrumenty, byl dosyc przypadkowy -
dziurki w piszczalce. wiercono w tych miejscach, w których jej dotykaly swobodnie polozone
palce (tzn. nie tam ustawiano palce, gdzie byly dziurki, tylko tam wiercono dziurki, gdzie byly
palce), cieciwe skracano w miejscach zupelnie dowolnych. W miare rozwoju muzyki zaczeto
zauwazac potrzebe ujednolicenia wysokosci dzwieków, uzyskiwanych z róznych instrumentów,
pojawil sie wiec ·problem, jak dokladnie wyznaczyc wszystkie uzywane wysokosci dzwieków,
czyli system dzwiekowy.
Pierwsze badania stosunków dlugosci strun i piszczalek przeprowadzano w czasach
wczesnohistorycznych, jednak mialy one charakter wycinkowy i niedokladny. Badaczem, który
stworzyl pierwsze dokladne podstawy teoretycznego wyznaczania wysokosci dzwieków, byl
Pitagoras (VI w. p.n.e.).
Do omówienia jego systemu (i nastepnych) beda potrzebne uzywane w muzyce nazwy odleglosci
dzwieków, tzw. interwaly. (Przez odleglosc dzwieków nalezy rozumiec stosunek ich
czestotliwosci - dlaczego nie róznil"'e, wyjasf1imy pózniej). Podajemy tez dla przykladu nazwe
dzwieku odleglego od dzwiekuc o dany interwal.

cis disfis gis aiscis dis
-.ge~es ees _J

~~~'J 'J~

C

defgahcde

Dodajmy, ze tryton jest nazywany tez kwarta zwiekszona, lub kwinta zmniejszona (zaleznie 00
zapisu), zas nazwa "oktawa" oznacza nie tylko odleglosc dwóch sasiednich dzwieków o tej
samej nazwie, ale tez zbiór wszystkich wysokosci dzwieków.pomiedzy dwoma sasiednimi
dzwiekami c. Poszczególne oktawy (w drugim znaczeniu) maja swoje nazwy, których nie bedziemy
tu podawac.

Doswiadczenia Pitagorasa polegaly. na podziale struny na czesci przy pomocy przesuwanej
podpórki. Byla ona ustawiana w odleglosci 1/2, 1/3 i 1/4 dlugosci struny od jednego z jej punktów

zaczepienia. To doprowadzilo do wyznaczenia nastepujacych interwalów:

Liczba póltonów miedzy Idzwiekami ,
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nazwa interwalu

pryma
se~.mda mala
sekunda wielka

tercja mala
tercja wielka
kwarta

, tryton
kwinta
seksta mala
seksta wielka

septyma mala
septyma wielka
oktawa·
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Stosunki czestotliwosci odpowiednich dzwieków sa odwróceniem stosunków dlugosci czesci
struny.

Pitagoras uwazal; ze nie ma potrzeby dalej dzielic struny, poniewaz przez dodawanie
i odejmowanie juz otrzymanych interwalów mozna otrzymac wszystkie inne. Mialo to polegac na
mnozeniu lub dzieleniu wyjsciowej czestotliwosci przez otrzymane wspólczynniki. równe stosunkom
odpowiednich czestotliwosci.

Dla przykladu obliczmy wspólczynnik dla tercji wielkiej:

Gdy zapytano Pitagorasa: "Co to jest
przyjaciel?" - odpowiedzial "Przyjaciel tO
drugi ja; przyjazn 10 stosunek liczh 220
i 284" (tak przynajmniej twierdzi Szczepan
Jelenski w ksiazce, ,Sladami Pitagorasa").
Polega to na tym, ze suma dzielników 220

jeSt równa 284 i odwrotnie, suma dzielników
1iczby 284 jest równa 220. Liczby o tej

wlasnosci nazywane sa zaprzyjaznionymi;
pierwsze z nich to 220i 284.

Poczatkowe 17 liczb pierwszych tO
2,3,5,7, II, 13, 17, 19,23,29,31,37,41,

43,47,53,59.

Ich suma wynosi 2 . 220.
Suma ich kwadratów = 59·284.

(Elvin J. Lee, Joum. ReCT. MO/h.12 (1980»
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Najpierw wyjscIOwa czestotliwosc mnozylismy przez-3/2 dla przesuniecia o kwinte w góre,
potem dzielilismy przez 2(= 2/1) dla przesuniecia do wyjsciowej oktawy. Cyferki przy literach
oznaczaja liczbe oktaw. o które jest wyzszy dany dzwiek od dzwieku oznaczanego ta sama
litera. ale bez cyferki.

W systemie Pitagorasa wszystkie cale tony (czyli sekundy wielkie) mialy wspólczynnik 9/8.
Byly w nim dwa rodzaje póltonów: 2;56(243 i 2187(2048, z których zaden nie odpowiadal
polowie calego tonu. To prowadzilo do tego, ze gdy dzwiek podwyzszylismy o pól tonu, to
dostalismy inny dzwiek, niz wtedy. gdy obnizylismy o pól tQnu dzwiek, lezacy o caly ton wyzej.
wiec np. cis bylo wyzsze oddes. Te róznice odleglosci calego tonu i dwóch jednakowych
póltonów nazywa sie "komatem pitagorejskim". Pitagoras uporzadkowal wszystkie interwaly
pod wzgledem zgodnosclorzmienia dzwieków odleglych o dany interwal (tzn. konsonansowosci

tego interwalu). mianowicie interwal byl bardziej konsonansowy. jezeli byl okreslony przez
stosunek mniejszych liczb (tak przynajmniej uwazal Pitagoras).

W sredniowieczu, gdy powstala muzyka wieloglosowa, zauwazono, ze teoria Pitagorasa jest
niezgodna z praktyka, poniewaz o wiele lepiej brzmialy dwa glosy prowadzone w odleglosci

tercji (wielkiej lub malej), niz np. sekund~. podczas gdy. zgodnie z systemem Pitagorasa. sekunda
byla bardziej konsonansowa od tercji (np. tercja wielka miala. jak wiemy. wspólczynnik 81(64,
a sekunda wielka miala wspólczynnik 9/8. wiec róznica byla dosc znaczna). Stalo sie wiec
konieczne stworzenie nowego systemu, usuwajacego te niezgodnosc.

Dokonalo sie to wXIV w. Angielski teoretyk. Walter Odington. odnalazl prace filozofa greckiego
Didymosa (I. w. p.n.e.), który kontynuowal badania Pitagorasa; posuwajac je o 'krok dalej,

mianowicie zastosowal podzial struny w 1/5 jej dlugosci. W ten sposób otrzymal tercje wielka,
okreslona stosunkiem 5/4, a wiec nieco mniejsza od pitagorejskiej. Róznica tych dwóch tercji
nosi nazwe "komatu syntonicznego", lub "didymejskiego". Wprowadzenie nowego interwalu'
uzasadnilo konsonansowosc tercji wielkiej i dalo teoretyczne podstawy tworzenia muzyki
wieloglosowej w oparciu o tercje.

Teraz interwaly mozna bylo obliczac. stosujac mnozenie. lub dzielenie nie tylko przez
wspólczynnik 3/2 (lub 4/3. który w polaczeniu ze wspólczynnikiem 2/1 daje ten sam rezultat).
lecz równiez przez 5/4, co w przypadku wielu interwalów zmniejszylo liczby. tworzace ich
wspólczynniki. Na podstawie takich obliczen powstal tzw. "system naturalny". utworzony
z czterech dzwieków pitagorejskich -f.e. g, d - oraz z dzwieków odleglych od nich o tercje
wielka w góre i w dól, co dalo wszystkich dwanascie dzwieków oktawy. Dla przykladu.
wspólczynniki dzwieków gamy C dur byly nastepujace:

Rozwiazanie zadania M 262.

Rozpatrzmy 6 odcinków r:ozmieszcronych
tak. jak na rysunku, Latwo zauwazyc. Ze
koniec odcinka .,zewnetrznego" moze byc

polaczony tylko z koncem odpowiedniego
odcinka .. wewnetr7.nego", Poniewaz jednak co
najmniej jeden z odcinków zewnetrznych

musi .miec oba konce polaczone z Innymi
punktami, lamana musialaby zawierac
czworokat. co jest niemozliwe,
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Jak widac. w systemie naturalnym byly dwa'rodzaje calych tonów. np. miedzy ('i d byl caly ton'
o wspólczynniku 9/8. zas miedzyd i e - o wspólczynniku 10(9. wiec troche mniejszy. To
powodowalo. ze gdybysmy chcieli zbudowac system naturalny np. od dzwiekud. zamiast c.
wtedy otrzymany system nie pokrylby sie z systemem wyjsciowym. Podobnie. jak w systemie
pitagorejskim. dwa póltony nie dawaly calego tonu. jednak tutaj - inaczej niz w poprzednim
systemie - cis bylo nizsze óddes. Ta róznica byla równa komatowi syntonicznemu.
Praktyczna konsekwencja bylo to. ze w tym systemie mozna bylo grac tylko w niektórych
tonacjach. poniewaz nie wszystkie akordy brzmialy czysto.
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Ta sytuacja zaczela przeszkadzac w baroku, gdy zaczeto komponowac utwory, wykorzystujace
przejscia od jednej tonacji do drugiej, tzw. modulacje (wtedy zreszta powstalo samo pojecie
tonacji). W zwiazku z tym nalezalo znalezc jeszcze inny system, który by umozliwil modulacje.
Chodzilo o to, zeby po zbudowaniu takiego systemu od róznych dzwieków otrzymac,
przynajmniej w przyblizeniu, jednakowe wyniki. Stworzono wiele systemów tego typu. Omówimy
tu tylko najwazniejszy z nich, nazywany "systemem równomiernie temperowanym", który jest
wykorzystywany do czasów obecnych. Stworzyl go J. G. Neidhardt w roku 1706. Punktem
wyjscia dla jego systemu bylo to, ze odleglosc dwunastu kwint róznila sie od odleglosci siedmiu
oktawo komat pitagorejski:
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Kacik Czytelniczy
- Po prostu chcemy szybko dorobic sie

maiatku. Mamy nawet makiete maszyny
matematycznej. Mówimy wszystkim. ze to
taka zabawka ze swiatelkami, które
zapalaja sie i gasna, ale nikt nam nie chce
uwierzyc.

(Cosmo Saltana w powiesci J. B. Priestleya
•. Londyn")

Neidhardt odleglosc te podzielil przez 12 i interwal kwinty zmniejszyl o otrzymany wynik.
Skutkiem tego bylo to, ze teraz dwanascie kwint bylo równe siedmiu oktawom, dwa póltony
odpowiadaly calemu tonowi i system, zbudowany od dowolnego innego dzwieku, niz c, dawal
dokladnie system wyjsciowy, mozna wiec bylo modulowac do dowolnej tonacji.

Najdonioslejszym zastosowaniem nowego systemu bylo stworzenie przez Jana Sebastiana Bacha
w 1772 r. pierwszego z dwóch tomów zbioru "Das wohltemperierte Klavier", zawierajacego
24 preludia i fugi we wszystkich tonacjach durowych i molowych.
W zwiazku z powstaniem nowego systemu dzwiekowego, nalezalo zmienic sposób wyrazania
interwalów wspólczynnikami liczbowymi. Teraz juz bardzo niewygodne bylo stosowanie
ulamków zwyklych, lepiej bylo je zamienic na ulamki dziesietne.

Óbok tego sposobu istnieje równiez inny, wygodniejszy, wykorzystujacy prawo Webera-Fechnera,
mówiace, ze wszystkie zmysly czlowieka reaguja "w skali logarytmicznej" - wrazenie,
wywolane przez bodziec, jest proporcjonalne nie do natezenia tego bodzca, lecz do'logarytmu
z jego natezenia. Znalazlo to zastosowanie w okreslaniu jasnosci gwiazd przez tzw. "wielkosci
gwiazdowe", jak równiez w wyrazaniu glosnosci przy pomocy decybeli. W naszej sytuacji ma
miejsce podobne zjawisko - wrazenie, wywolane w mózgu czlowieka przez dzwiek, nie jest'
proporcjonalne do jego czestotliwosci,. tylko do logarytmu z jego czestotliwosci. Dlatego zmiany
czestotliwosci w stalym stosunku czlowiek odbiera jako zmiany ostala odleglosc. Dzwieki
odlegle od siebie o calkowita liczbe oktaw, tzn. takie, których czestotliwosci pozostaja w
stosunku calkowitoliczbowym, sa bardzo podobne pod wzgledem brzmienia, dlatego sa oznaczane
ta sama litera.

W zwiazku z tym, wprowadzono odleglosc milioktawy (oznaczenie mO), bedacej tysieczna
czescia oktawy, tzn. dodanie jednej milioktawy do danej wysokosci oznacza pomnozenie

czestotliwosci o IOOyZ czyli ok. 1,00069. Dla wyrazenia wielkosci interwalu w milioktawach
nalezy obliczyc logarytm przy podstawie 2 z jego wspólczynnika liczbowego i wynik pomnozyc
przez 1000. W wyniku zastosowania logarytmów mnozenie zmienia sie na dodawanie, a dzielenie
na odejmowanie, co ulatwia obliczanie interwalów. Podstawa 2 zostala przyjeta ze wzgledu na
podobienstwo dzwieków odleglych o oktawe, a wiec o czestotliwosciach rózniacych sie
dwukrotnie.

Istnieje tez inna jednostka - cent (w skrócie ct), bedaca tysiac dwusetna czescia oktawy ..
Zostala ona wprowadzona z tego wzgledu, ze oktawe dzieli sie na 12 póltonów, wiec wygodnie by
bylo wiedziec, jak sie ma dany interwal do póltonu temperowanego, równego 100 ct

i odpowiadajacego wspólczynnikowi lYZ.

Wprowadzone jednostki sa bardzo wygodne przy porównywaniu interwalów. Np. dla obliczenia
wielkosci kwinty temperowanej nalezy, zgodnie z tym, co bylo napisane, odleglosc siedmiu
oktaw, tzn. 7000 mO, podzielic na 12 czesci, a wiec kwinta temperowana ma wielkosc 583 mO.
Dla porównania, kwinta naturalna ma wielkosc 585 mO. Te sameinterwaly po wyrazeniu
w centach maja wielkosci odpowiednio 700 ct i 702 ct.

•••

Mogloby sie wydawac, z~ od tego trzeba bylo zaczac - jezeli chcemy miec system dzwiekowy
jednakowy z punktu widzenia kazdego skladowego dzwieku, trzeba podzielic oktawe równo na

12 póltonów. Jednak przyjeta na poczatku droga miala swoje racje - interwaly, powstale przez
podlial struny na czesci, odpowiadajace odwrotnosciom liczb calkowitych, sa na pewno

naturalniejsze, niz interwaly temperowane. Te drugie zostaly sztucznie stworzone przez czlowieka
na drodze obliczen, natomiast te pierwsze sa stworzone przez przyrode - powstaja same przez
samorzutny podzial struny na pewna ilosc czesci, co zawsze ma miejsce podczas drgania -
struna nigdy nie drga cala swoja dlugoscia.

W zwiazku z tym prowadzono (i prowadzi sie nadal) poszukiwania systemów, dzielacych oktawe
na inna ilosc równych czesci, niz 12, w nadziei, ze sie uda w ten sposób pogodzic temperacje
z bardziej naturalnym brzmieniem interwalów. Nic jednak na razie nie wskazuje na to, ze te
systemy znajda w najblizszej przyszlosci 'szersze zastosowanie .
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