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Nieco historii matematyki w wykladzie algebry

Prof. dr Stanislaw BALCERZYK, dr Michal SZUREK

Motto: Historia est magistra vitae — Historia jest nauczycielkq Zycia

Pigkne twierdzenia, ktore prezentujemy naszym stuchaczom na wykladach, sg jak
wspaniate brylanty iskrzace si¢ wewnegtrznym blaskiem; nikt nie potrafi z ich
obecnego wygladu odgadnac, jak wiele nadziei i trudu towarzyszylo znalezieniu
niezbyt efektownego diamentu, ktory dopiero po Zzmudnej pracy szlifierza stal sig
prawdziwym klejnotem,
Stuchacze naszych wykladow sa czgsto nawet w gorszej sytuacji niz telewidzowie,
ktorzy mozoly podrozy znaja tylko z ekranu. Uczacy sie przewaznie nie majg
Zadnego wyobrazenia o drodze rozwoju nie tylko teorii matematycznych, ale
nawet o losach poszczegdlnych twierdzen. Wykladowcy i autorzy podrecznikow
rowniez rzadko zwracaja uwage na dzieje teorii. Maksimum wiedzy to zwykle
znajomos¢ przebiegu procesu ostabiania zatoZen w dazeniu do uzyskania
koncowego, eleganckiego wyniku. Pigknym wyjatkiem od tej reguly sa ksiazki
Nicolasa Bourbaki, zawierajace informacje historyczne podane w sposéb
uzyteczny dla studiéw nad odpowiednia teoria.
W tym stanie rzeczy pragniemy podzieli¢ si¢ z Czytelnikami pewnymi refleksjami
na temat celowosci kontaktu z przesztoscia matematyki. Oczywiscie byloby
nonsensem wzywanie do nauczania matematyki przez prezentowanie kolejnych
etapow jej rozwoju. Byloby to zaprzeczeniem postepu, zmarnowaniem czasu.
Jednak catkowite odcigcie si¢ od przeszlosci takze nie jest dobre. Warto czasem
Zwrocic sig wstecz, aby lepiej oceni¢ i zrozumie¢ terazniejszos¢, nabrac¢ szacunku
dla tworczoscei 1 wspanialej intuicji naszych pradziadéw, aby dostrzec, Ze ich
dziatalnos¢ stuzyla konkretnym zagadnieniom, Ze zbudowane przez nich teorie
byly mocno osadzone wsrod potrzeb owczesnej matematyki.
Opowiemy o dziejach powstania podstawowych dzisiaj poje¢ algebry —
pierscienia przemiennego i idealu na gruncie algebraicznej teorii liczb, w pracach
Kummera, Kroneckera i Dedekinda, o ratowaniu zasadniczego twierdzenia
arytmetyki o jednoznacznosci rozkiadu — oraz nieco o dalszych badaniach
z tym zwigzanych.
Na ogot w kursach algebry istnienie i jednoznacznos$¢ rozkladu elementu
(takiego jak liczba catkowita lub wielomian) na iloczyn elementow
nierozktadalnych jest traktowana jako ,,prawidtowos¢” — jej brak raczej jako
osobliwosé. Zapewne temu zawdzigezamy slynng notatke Fermata na marginesie
dziela Diofantesa a wlasnie teoria liczb skiania do oceny przeciwnej —
jednoznacznosé rozkiadu jest wlasnoscia wyjatkowa., Zagadnienie rozwigzalnosci
rownania Fermata wystarczy oczywiscie bada¢ dla wykladnikow bedacych
liczbami pierwszymi: jeSli n = pg i x, y, z spelniaja réwnanie x"+)" = 2", to
x4, y9,-z% spelniaja rownanie X?+ Y7 = ZF7, Ustalmy wigc liczbe pierwsza p > 2
i przypusémy, ze rownanie Fermata ma rozwiazanie sktadajace si¢ z dodatnich
liczb catkowitych x, y, z, a zatem xP+ y? = zP. Narzuca si¢ od razu pomys}:
prawa strona jest iloczynem p czynnikéw zP = z-z- ... - z, dobrze byloby rowniez
i lewa strong przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikow nierozkladalnych
i probowac znalez¢ zwiazek pomigdzy czynnikami po obu stronach. Jednak
wyrazenie x* +y? mozemy rozlozy¢ na iloczyn jedynie dwéch czynnikow

XP4yP = (x+y) (XP~ —xP~2p+ ... —xpP~l4 Pl

Dopuszczajgc jednak czynniki bgdace liczbami zespolonymt mozemy wyrazenie to
rozlozy¢ na iloczyn p czynnikéw.

: 2 i g : =
Oznaczmy przez {, liczbe zespolong cos _pi + 1 sin ?n, wowcezas (£,)? = 1 i liczby

&= Lt &hons $571

sa wszystkimi zespolonymi pierwiastkami p-tego stopnia z 1.

Bardzo tatwo sprawdzi¢, korzystajac z wzoru (T'—1)(T—¢,p) ... (T35 =
= TP—1], Ze
xPyP = (x+2)(x+Epp) .. (x+L571Y),
a zatem rownanie Fermata mozemy przepisac¢ w postaci
Cc+E+E ) o YY) =242 ) ~2
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i otrzymujemy rozklad na czynniki nalezace do pierscienia Z[(,] skladajacego si¢
z liczb zespolonych postaci ag+a,{,+ ... +a,_,{57", gdzie ao, a,, ...,a,_, 53
liczbami catkowitymi.

Liczby x+y i-z powinny zatem mieé nietrywialny wspélny dzielnik, a wigc ...
Otoz nie! W rozumowaniu tym korzystamy bowiem z wiasnosci jednoznacznosci
rozkladu elementow pierscienia Z[{,] na czynniki nierozkladalne. Wiele
bigdnych dowod6w twierdzenia Fermata (m.in. Gaussa, Eulera, Lagrange’ a

i prawdopodobnie samego Fermata) polega{o wlasnie na przyjeciu za oczywrstq
Jjednoznacznosci rozkladu tam, gdzie nie byla ona weale oczywista, albo i w ogéle
nie miala miejsca.

W XIX wieku najwigcej energii problemowi Fermata poswigcit matematyk
niemiecki Ernst Eduard Kummer (1810—1893). Niemal przez cale zycie staral sig
zrealizowac 6w ,,naturalny’’ pomyst — dowdd hipotezy Fermata za pomoca
rozkladéw elementow na czynniki. Pierwszym, ktory zauwazyl, ze w pewnych
pierscieniach liczbowych nie obowiazuje twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu,
byl prawdopodobnie Peter Gustav. Lejeune Dirichlet (1805—1859). Na przyktad

w pierscieniu Z[V S] ztozonym z liczb zespolonych postaci m+n|/ 5=

= m+ny/5 i, gdzie m, n sa calkowite, mamy 6 = 2-3 = (1—y/ 5](1 +y=9)
i wszystkie cztery wypisane czynniki sg nierozkiadalne w rozwazanym
pierscieniu. To odkrycie stanowilo wielki wstrzas dla Kummera: zawiédt go
podstawowy pomyst. Nie zalamujac si¢ jednak, podjal heroiczny wysitek
znalezienia jakiej$ namiastki twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie. Stworzyt
w tym celu pojecie ,,idealnego czynnika” i nowatorsko spojrzal na samg relacje
podzielnosci. Przymiotnik ,,idealny’’ znaczy tu raczej ,,metafizyczny, duchowy”
niz ,,doskonaly”’. Owe nieziemskie, idealne liczby musialy by¢ przede wszystkim
dzielnikami liczb pierwszych catkowitych. Stad i nazwa — przeciez liczby
pierwsze nie maja nietrywialnych dzielnikéw w zakresie liczb catkowitych.

Aby opisaé ,,idealne czynniki’’ Kummera przesledZmy najpierw prosta sytuacje,
jaka ma miejsce dla pierscienia liczb catkowitych Z. W dzisiejszej terminologii
waluacja (niearchimedesowg) pierscienia 4 nazywamy okreslong na 4 funkcje v
o wartosciach catkowitych oraz oo i taka, ze

v(xy) = v(x)+o(p),
v(x+y) = min (v(x), v(»))

dla niezerowych x, y € A oraz »(1) = 0, v(0) = oo (przyjmujemy, Ze zawsze
n+o0 = 00). Z kazdg liczbg pierwszg p mozna zwigza¢ pewna waluacje
pierscienia liczb ca%kowrtych tzw. waluacj¢ p-adyczng v,. Dla n # 0 przyjmujemy
v,(n) = k wtedy i tylko wtedy, gdy p* dzieli n oraz p*~! nie dzieli n. Dla kazdej
liczby catkowitej n # 0 istnieje wigc tylko skonczona ilos¢ waluacji p-adycznych,
kitérych wartos¢ na n jest rozna od zera. Na przyklad dla liczby n = 457380 =
=22-3%.5-7-112 mamy v,(n) = 2, v3(n) = 3, vs(n) = v;(n) = 1, v, (n) = 2,
a wszystkie pozostale waluacje p-adyczne przyjmuja na n wartos¢ 0. Kazda
liczba catkowita jest (z dokladnoscig do czynnika + 1 — s3 to jedyne elementy
odwracalne w pierscieniu Z) wyznaczona przez podanie wartosci wszystkich
waluacji p-adycznych na niej. Dalej, nietrudno wykazaé, Ze poza p-adycznymi
(i ich wielokrotnosciami) pierscien liczb caltkowitych Z ma tylko waluacje
trywialng o4, vo(n) = 0 dla n # 0.
Owe ,,idealne czynniki’’ Kummera byly to wlasnie waluacje pierscienia Z[(,].
Wykladnik, z jakim taki czynnik wchodzi w rozklad liczby x € Z[{,], to po
prostu wartos¢ na x owej waluacji.
Ta konstrukcja Kummera jest jednym z najpigkniejszych przyktadow abstrakeji —
procesu oderwania si¢ od ,,catkowitoliczbowego terytorium’’, spojrzenia na
zagadnienie z ogodlniejszego punktu widzenia (stworzenie arytmetyki pierscieni
Z[{,] — o czym za chwilg) oraz zastosowanie do wyjsciowego problemu. W liscie
do Liouville’a Kummer pisat:

wZachecony przez mojego przyjaciela, p. Lejeune Dirichleta, pozwalam sobte
przesta¢ Panu kilka kopii dysertacji, jakq napisalem trzy lata temu, z okazji
Jjubileuszu stulecia Uniwersytetu w Krélewcu, jak rowniez innq dysertacje mego
przyjaciela i ucznia p. Kroneckera, mlodego i wybijajqcego si¢ geometry. W tych
pracach, ktore zechce Pan przyjqc¢ jako wyraz mego glebokiego szacunku, znajduje
sig kilka rezultatéw dotyczqcych pewnych zqgadnien z teorii liczb zespolonych
otrzymanych z pierwiastkow z jednosci, tj. pierwiastkéw rownania r" = I, ktore to -
rezultaty byly ostatnio przedmiotem dyskusji w Parnskiej przeswietnej Akademii,

z okazji proby p. Lamé udowodnienia wielkiego twierdzemia Fermata. Co do
elementarnego stwierdzenia o tych liczbach, ze dowolna zloZona liczba zespolona
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moze byC rozlozona na czynniki pierwsze w dokladnie jeden sposéb, na brak
ktorego zwraca Pan tak slusznie uwage, a ktorego brak i w innych sytuacjach,
moge Pana zapewnié, ze w ogolnosci nie jest ono prawdziwe dla liczb zespolonych
postaci

ao+ar+ari+ ... +a,_ ",

ale mozna je uratowac przez wprowadzenie nowego rodzaju liczb zespolonych,
ktore nazwalem idealnymi liczbami zespolonymi. Wyniki moich badan w tym
zakresie przedstawilem Akademii w Berlinie i wydrukowane sq one w
sprawozdaniach z jej posiedzern (marzec 1846); praca na ten sam temat pojawi sig
wkrétce w Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. Juz dawno temu
rozpatrywalem zastosowania tej teorii do dowodu twierdzenia Fermata i udalo mi
sie wyprowadzi¢ nierozwiqzalnosé¢ réwnania x"+y" = z" z dwoch wlasnosci liczby
pierwszej n, tak Ze pozostaje tylko zbadac, czy wilasnosci te przysiugujq wszystkim
liczbom pierwszym. Gdyby te rezultaty wydawaly sie¢ Panu godne zainteresowania,
moze Pan je znalei¢ w sprawozdaniach Akademii Berliriskiej z biezqcego
miesiqca”.

Dalsza metamorfoza pojecia ,,liczby idealnej’’ dokonana zostala w pracach
Dedekinda. Punktem wyjscia byly dwie wlasnosci podzielnosci przez liczbe p:
(i) jesli p dzieli x, to p dzieli kazda wielokrotnosé x, (ii) jesli p dzieli x i y, to p
dzieli x+ y, ktore przystugiwaly tez , liczbom idealnym’ Kummera. Richard
Dedekind zauwazyl, ze te dwie wlasnosci sa najbardziej istotne przy badaniu
relacji podzielnosci w sensie Kummera. Doprowadzilo go to do ulepszenia
pojecia ,,idealnej liczby™ przez zastapienie tej , liczby” zbiorem liczb przez nig
podzielnych — do sformulowania pojecia idealu. W dodatku do k5142k1 Lejeune
Dirichleta o teorii liczb (1871) Dedekind pisat:

System a nieskonczonego zbioru liczb nalezacych do o [w dzisiejszej
terminologii 0 oznaczal dowolny pierscien liczbowy] nazywa si¢ idealem, jezeli
spelnia on dwa warunki:

1) suma i roznica dwoch liczb z a zndw jest liczba z a;
2) kazdy iloczyn liczby z a przez liczbe z v jest znéw liczba z a. .

. Jesli « nalezy do a to powiemy, Ze a dzieli «, lub Ze a wchodzi [jako czynnik]
doa...
Jezeli wszystkie liczby pewnego idealu a nalezg takZe do ideatu b, to b skiada si¢
z jednej lub kilku klas (mod a) i powiemy, Ze a jest wielokrotnoscia b, albo ze
dzieli sig przez b, a b jest dzielnikiem a lub, Zze wchodzi jako czynnik do a.
Ideat p, rézny od o, ktory nie ma dzielnikéw réznych od p i od o, nazywa si¢
ideatem pierwszym (dzi§ — maksymalnym).
Jezeli ideat a skiada si¢ z wielokrotnosci jednej ze swoich liczb «, to taki ideat
nazywa si¢ gléwnym ...
Te okreslenia Dedekinda ostatecznie formalizuja pojecie ,,idealnego czynnika™
Kummera i relacj¢ podzielnosci. Nietrudno sprawdzi¢, ze w pierscieniu liczb
calkowitych kazdy ideal jest gtowny, ze a = b wtedy i tylko wtedy, gdy element o
generujacy ideal a (tzn. a sklada si¢ z wielokrotnosci «) jest podzielny przez
element 8 generujacy b; wreszcie, ze idealami pierwszymi sa w tym pierscieniu
dokladnie idealy generowane przez liczby pierwsze oraz ideat zerowy. Ponadto
z kazdg waluacjg (,,idealnym czynnikiem”) mozna zwiaza¢ jej ideal — zlozony
z tych liczb, na ktérych waluacja przyjmuje wartosci dodatnie. Odwrotnie —
ideat pierwszy (niezerowy) wyznacza waluacje. Zatem mdwigc w gruncie rzeczy
o tym samym dochodzimy od mistycznych ,,idealnych czynnikéw’ Kummera
(ktore mialy ,,nieziemski byt” i decydowaly o losach ,,nizszych’ liczb
caltkowitych) do sformalizowanego i1 bardzo prostego pojecia idealu.
Bardzo fatwe do udowodnienia jest nastepujace twierdzenie:
Jjezeli kazdy ideal dziedziny calkowitofci jest glowny, to w pierscieniu tym spelnione jest
twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu. Dla pierscieni postaci Z[£,] prawdziwe jest.
takZe twierdzenie odwrotne: jesli w pierscieniu takim spelnione jest twierdzenie
o jednoznacznosci rozkladu, to kazdy ideat tego pierscienia jest glowny.
Kummerowi potrzebny byt jaki$ sposéb oceny, na ile w danym pierscieniu
naruszone jest prawo jednoznacznosci rozkladu (dokiadniej pisat o tym w Delcie
9/1979 Wiadystaw Narkiewicz). Kummer nazwal idealy I oraz J pierscienia
Z[Z,] rownowaznymi, o ile istniejg niezerowe elementy r, s tego pierécienia takie,
ze rl = sJ. Wszystkie (niezerowe) idealy gtéwne sg wiec rownowazne. Ilos¢ klas
rownowaznosci idealéw stanowi pewien miernik niejednoznacznosci rozkladu
w danym pierscieniu. Kummer udowodnil, ze dla pierscieni Z[{,] liczba klas
rownowaznosci idealow jest skoriczona, a klasy te stanowig grupeg (skonczona)
ze wzgledu na naturalne dzialanie mnozZenia.
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Oto wartosei niektdryeh liczb Bernoulliego:

By=1,By=—1[2,B3=1/6, By = -1/30,

Bis = —3617/510, By; =

= —T709321041217/510, B30 = —c11alci0.

Byyy = €407/6, gdzie 14y, €101 €507

oznaczajy pewne liczby naturaine o 113, 10,
107 eylfrach rozwinigcia dziesigtnego.
Wiadomo, ze |B4| < |Bgl < |By| < ... oraz
lim {(=1)"~By,/[y 47n(n/7e)™]} = 1.

n=00

Teza twierdzenia Grunerta byla tematem
zadania nr 4 zawodow I stopnia XXIIL
Olimpiady Matematycznej.

Analizujac bardzo giebokie wiasnosci pierscieni Z[£,] Kummer udowodnit
wielkie twierdzenie Fermata dla tych liczb pierwszych p wystgpujacych jako
wykladniki, ktore nie dzielg liczby klas ideatow pierscieni Z[(,]. Takie liczby
pierwsze s dzis nazywane regularnymi. O tym wlasnie rezultacie wspominat

w liscie do Liouville'a.

Kummer znalazt wzory na liczbe klas ideatow pierscieni Z[{,] oraz podal
kryterium pozwalajace rozstrzygac, czy dana liczba pierwsza jest regularna, czy
nieregularna. Kryterium to wykorzystuje wlasnosci tzw. liczb Bernoulliego

By, By, B,, ... Ten ciag liczb okreslit Jacob Bernoulli (1713) jako kolejne
wspolezynniki w szeregu potggowym

o

X x" I
e Z Bargr 1= g ¥

n=0

| x‘+ R
30 41 "4z & &

1 x*
6, 21
Latwo zauwazy¢, ze 0 = By = By = B, = ..., oraz wyprowadzi¢ nast¢pujace
wzory, pozwalajgce bezposrednio wyliczy¢ kolejne wyrazy tego ciagu

By =1
@B, + (B, =0
@)Bo+(3)B,+(3)B;, =0

("§VBo+("tNB + ... +("f)B, =0

(w tablicy tej mozna oczywiscie opuscic skladniki zawierajace By, Bs, B, ...
jako réwne zeru); liczby Bernoulliego sa wigc wymierne.

Zapowiedziane kryterium Kummera orzeka, ze liczba pierwsza p jest regularna
wtedy i tylko wtedy, gdy p nie dzieli licznikow liczb Bernoulliego B;, By, B,

.» B,_5. Istnieje wigc metoda pozwalajgca sprawdzic, czy dana liczba pierwsza
jest, czy nie jest regularna. W ten sposob sprawdzono, ze np. wsrod liczb
pierwszych < 100 tylko 37, 59 i 67 nie sg regularne (licznik liczby B;, jest rowny
—37-208360028141). Istnienie nieskonczenie wielu liczb pierwszych
nieregularnych wykazat Jensen w 1915 roku, a dotychczas nie wiadomo, czy liczb
pierwszych regularnych jest nieskonczenie wiele.

Cho¢ nie nalezy to do glownego tematu, wspomnijmy prosty, ale ciekawy wynik
Grunerta z 1856 roku: jezeli dodatnie liczby catkowite x, y, z spelniaja roOwnanie
Fermata xP+y? = z?, to x, y i z sg wigksze od p. Mozna zalozy¢, ze x > y.

Mamy oczywiscie z > x, wigc xP+ P = 2P = [(z—x)+x]? = xP+pxP~ 1 (z—2x)+ ...

.+ (z=x)" > xP4+pxP!, wigc yP > pxP~! > pyP~! skad y > p.

Poniewaz x > y, wigc takZze x > p, zatem z > p. Nierozwigzalno$¢ rownania
Fermata wykazana jest dzis dla wszystkich wykladnikow p < 125000 (Samuel
Wagstaff' 1978). Jezeli zatem Jakles rozw:qzame w ogole istnieje, to x > 125000,
a wigc dla dojscia do tego rozwigzania musielibysmy dziata¢ na liczbach co
najmniej rownych 125000125999 > [0%37113 Mala jest wobec tego szansa, by na
ewentualne rozwiazanie trafi¢ przypadkiem lub przez systematyczne proby,

nawet przy uzyciu najwigkszych komputerow.

Jak to zwykle w matematyce bywa, wprowadzone przez Kummera 1 Dedekinda
pojecia pierscienia, ideatu i grupy klas ideatow zaczely zy¢ wlasnym Zyciem i —
co rzadsze a wazniejsze — znalazly szerokie zastosowanie w innych dziatach
matematyki. Przede wszystkim az do poczatku XX wieku wszystkie
rozpatrywane pierscienie i ciala byly w gruncie rzeczy podciatlami lub
podpierscieniami ciata liczb zespolonych, badz cialami skoriczonymi. Rolg
katalizatora w procesie dalszej (niezbednej, jak dzis jasno widzimy) abstrakeji
odegraly liczby p-adyczne (Delta pisala o nich np. w nr. 9/1978) wprowadzone
przez Hensela, szeroko stosowane w teorii liczb. Pojecie ideatu stalo si¢
podstawowe dla nowoczesnej geometrii algebraicznej.

Przy badaniu pierscieni Z([£,] Kummer natrafil na szczegdinie prosta sytuacjg.
Mowiac wspolczesnym jezykiem powiedzieliby$Smy, ze rozpatrywal pewne
pierscienie Dedekinda, Tak nazywamy dzis te dziedziny calkowitosci 4, w ktorych:
(1°) dla kazdego ideatu 7 istnieje skonczony zbior generatorow (tzn. takie elementy
b,.....bs €l ze kazdy element nalezacy do / ma posta¢ a,b, + ... +a.b, dla
pewnych a,, ..., a; € A), (2°) Zaden niezerowy ideal pierwszy (tzn. taki ideal /, ze
jesli a, b€ AN to ab € AN) nie jest zawarty w ideale wigkszym, réznym od A,
(37) jezeli utamek a/b (a, b € A) jest pierwiastkiem wielomianu o wspolczynnikach
z A, ktorego wspolczynnik przy najwyZszej potedze jest rowny I, to ulamek a/b
nalezy do A. Te trzy warunki, okazuje si¢. decyduja o tym, 2ze w takich
pierscieniach mozna ,,uratowa¢" nieco z wlasnosci jednoznacznosci rozkladu.

<3



Kondensator o ujemnej pojemnosci
Co to jest kondensator — kazdy wie.

. Pojemnoi¢ kondensatora jest wigksza od

zera, gdyz ladunek i potencjat jednoczesnic

~ zmieniaja znak. To oczywiste. Tak jednak

bye nie musi. Mozna skonstruowaéd

~ kondensator o ujemnej pojemnosci, tyle, ze

fie jest to juz tak proste urzgdzenie. Oto ono
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Nasz kondensator sklada si¢ z trzech plytek
polaczonych sprezynami, skrajne plytki sa
zamocowane, srodkowa more sig poruszad.
Dwie baterie zapewniaja rdznice potencjaléw
¥o— Vi = 2V, Tym samym pole migdzy

¥y i
plytkami ma natgienie % . Jedli teraz

2 koncowki A doplynie na plytk¢ srodkowg
fadunek +Q, to plytka ta dotgd bgdzie
przesuwac sig w gorg, az sprezyny
zrownowazg sile elektrostatyczng:

Q¥ 4 OVa
k2= = wige z= %D

Wiedy punkt A4 bedzie mial wzgledem B
potencjal »

E Ve
Vy=—zE= D% Q.
Cayli
-
C=-— S 0
Ve

Proponuje, by Czytelnik rozwaiyl nastgpujace
prablemy:
1. Jak zachowuijg si¢ obwody RC, LC, RLC,
gdy C = 07
2. Jak zalezy ruch $rodkowej plytki od
'cgswéci zmian napigcia ¥? Moie warto
dodaé tlumik oscylacji?

P. Amsterdamski

Cho¢ nie jest prawda, ze kazdy element pierscienia Dedekinda rozkiada si¢
jednoznacznie na iloczyn elementoéw nierozkladalnych, to jednak

kazdy ideal pierscienia Dedekinda mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci
iloczynu idealow nierozkladalnych (sa nimi niezerowe idealy pierwsze).
(Iloczynem ideatow 1, J jest ideal IJ skladajacy sig z sum elementdw postaci

ab gdzie a € I, b € J). Grupy klas pierécieni Dedekinda pojawiajacych si¢ w teorii
liczb byly skonczone — jak widzieliSmy, znaczy to, Ze ,,odchylenie’ tych pierscieni
Dedekinda od pierscieni z prawem jednoznacznosci rozkladu nie jest duze.

W pewnym sensie koricowa odpowiedz na pytanie, jak moga si¢ rozkladac
elementy pierScienia Dedekinda, zawiera nastgpujgce twierdzenie L. Claborna

z 1965 roku:

kazda przemienna grupa abelowa jest grupq klas idealéw pewnego pierscienia
Dedekinda.

Cho¢ wiele na ten temat wiedzieli juz Kummer, Dedekind, Kronecker oraz
Gauss, dopiero niedawno wyjasniono do konca, dla jakich liczb pierwszych p
pierscienie Z[£,] maja wlasnos¢ jednoznacznego rozkladu. Jedynymi takimi
liczbami sa mianowicie 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19.

Chociaz ani Kummerowi, ani nikomu innemu do tej pory nie udalo si¢
rozstrzygna¢ wielkiego problemu Fermata, to jednak stworzone w tym celu
pojecia i metody przydaly sie i przydaja sie w calej niemal matematyce,

a sztuczne z pozoru okreslenia wyrosty na bardzo konkretnej problematyce. Jest
to jedyna wilasciwa droga rozwoju poje¢¢ matematycznych.

Czego nie wiemy o neutrinach? (II)
Mgr Roman JUSZKIEW ICZ

CZY NEUTRINA MAJA MASE?

Przekonanie o tym, ze neutrina sa czastkami, pozbawionymi masy spoczynkowej, powstalo
w latach trzydziestych, kiedy to Wolfgang Pauli, aby uratowac bilans energetyczny w reakcji

n-—p+e +7, (1)

wprowadzit hipoteze o ich istnieniu. Przekonanie to dotrwalo praktycznie w stanie
nienaruszonym do wiosny roku 1980, mimo Ze nikomu nie udalo sig¢ podac¢ do$wiadczalnego
dowodu na to, z¢ masa neutrina jest Scisle rowna zeru. W roku 1958 Bruno Pontecorvo
wysungl przypuszczenie, ze jezeli masa chocby jednego rodzaju neutrin, np. v, jest rézna od
zera, to powinny wystapi¢ ,,oscylacje neutrinowe”, tj. przemiany typu », # v, CZy ¥o ¥ vp.
Dobra analogig takiego hipotetycznego procesu stanowig przejscia K° Ko, opisane

w artykule M. Swieckiego (Delta nr 5/1978). Okres oscylacji zalezy od réznicy mas neutrin

(z zasady nieoznaczonosci wynika, ze powinien by¢ on odwrotnie proporcjonalny do tej réznicy).
Obserwujac takie oscylacje mozna byloby zatem zmierzy¢ réznice mas poszezegdlnych
gatunkow neutrin. Catkowity brak oscylacji $wiadczylby natomiast o tym, ze wszystkie
neutrina sa czastkami bezmasowymi. Istnieje rOwniez metoda, pozwalajgca na bezposrednie
,Zwazenie” neutrina. Aby tego dokonac¢, nalezy zbadac¢ rozklad energii kinetycznej elektronow,
uwalnianych w reakcji typu (1). Badajac ten rozklad, wyznaczy¢ mozna ,,brakujaca”™ w bilansie
energie, ktora zostala zuzyta na wyprodukowanie masy spoczynkowej neutrina. Latem
ubieglego roku pojawily si¢ wiadomosci, ktére wywolaly prawdziwa sensacjg. Okazalo si¢
mianowicie, ze wyniki badan, opartych na obu omowionych metodach, prowadza do wniosku,
ze masa neutrina elektronowego jest rozna od zera!

Doniesienia te pochodzily od F. Reinesa i C. Cowana z Uniwersytetu Kalifornijskiego, ktorzy
stwierdzili wystepowanie oscylacji w strumieniu », z reaktora jadrowego, oraz od W. Lubimowa
i jego wspolpracownikow z Instytutu Fizyki Teoretycznej i Doswiadczalnej w Moskwie, ktorym
udalo sie wyznaczy¢ mase neutrina elektronowego z rozkladu energii kinetycznej elektronow,
uwolnionych podczas rozkladu trytu (tryt jest izotopem wodoru o jadrze zbudowanym z dwoch
neutronow i jednego protonu). Wartos¢ masy ., wyznaczona przez Lubimowa, wynosi m(y.) =
= 30 eV. Wyniki tych doSwiadczen nalezy jednak traktowa¢ z duza ostroznoscia. Zdaniem
specjalistow, na ich powtorzenie (i ewentualne potwierdzenie) w innych laboratoriach oraz na
usuniecie wszystkich watpliwosci potrzeba co najmniej dwoch lat, A na razie w wyniku naszej
niepewnosci co do masy neutrina ,,na rozdrozu” znalazly si¢ az trzy dziedziny fizyki: teoria
struktury wewnetrznej gwiazd, kosmologia i teoria oddzialywan czastek elementarnych.

Jezeli oscylacje neutrinowe rzeczywiscie wystepuja w przyrodzie, to ,,problem neutrin
slonecznych” moze uzyska¢ nieoczekiwanie proste wyjasnienie. Mianowicie, jest mozliwe, ze
strumien »,, rejestrowany przez detektor Davisa stanowi 1/3 wartodci przewidywanej przez



