
Nieco historii matematyki w wykladzie algebry

Definicje pojec o których mowa w artykule

obok. Piascien;em nazywamy zbiór A wraz

z okreslonymi w nim pewnymi dzialaniami

e oraz O spelniajacymi nastepujace warunki

l) "dodawanie" EB jest przemienne, laczne
ima element neutralny. tj. takieE A. ze

D ~ fi = D przy kazdym a E A. Ponadto
równanie a $ x = EJ o niewiadomej x E A

ma zawsze rozwiazanie - inaczej mówiac
kazdy element a zbioru A ma "przeciwny";

2) "mnozenie" jest laczneiprzemienne;

3) "mnozenie" O jest rozdzielne wzgledem

"dodawania" El :
D O (b (j) e) = (a O b) El (a O e),

przy dowolnych D, b, e E A.
Podzbiór l c A nazywa sieidealem

pierscienia A, gdy jest zamkniety ze wzgledu

na "dodawanie" tj.(a E /, b E /) "" a El b E I
oraz gdy spelnia jeszcze warunek

(a E /, x E A) - a O x E I.
Najwazniejszymi przykladami pierscieni sa

pierscienie skladajace sie z liczb;A jest
pewnym podzbiorem liczb zespolonych,

zamknietym ze wzgledu na zwykle dodawanie

i zwykle mnozenie Iic7b. Dzialania EB i O

okreslamy wtedy wlasnie jako zwyczajne
dodawanie i mnO'Zenie. Zbiór liczb

naturalnych nie tworzy pierscienia. tworzy
go natomiast zbiór wszystkich liczb

calkowitych, a takze: zbiór Z [i] zlozony
z liczb ni + ni (gdzie m, n E Z), zbiór

wszystkich liczb rzeczywistych. zbiór

wszystkich liczb zespolonych. Ostatnie z

wymienionych pierscieni sa tezcia/amio Tak

nazywamy pierscienie K. w których

"mnozenie" O ma tez element neutralny
L przy czym L :F e oraz kazdy niezerowy

element aE A ma ••odwrotny": równanie

a O x = L ma rozwiazanie dla kazdego
a :;:.el. Jezeli w pierscieniu A

aCb = El =o> a = El lub b = El to A
nazywamy dziedzillq calkowi tojei.

••Jest niemozliwe rozlozyc szescian na dwa

szesciany, czwartq potege na dwie czwarU

potegi i ogólnie potege wyzsza niz druga na
dwie takie potegi; znalazlem naprawde

zad:;wiajqcy dowód tego, jednak margi~('s
jeJl za maly. by go pomiescic".
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ProJ dr Stanislaw BALCERZYK, dr Michal SZU REK

Motto: Historia est ma~istra vitae- Historia jest nauczycielka zycia

Piekne twierdzenia, które prezentujemy naszym sluchaczom na wykladach, sa jak
wspaniale brylanty iskrzace sie wewnetrznym blaskiem; nikt nie potrafi z ich
obecnego wygladu odgadnac, jak wiele nadziei i trudu towarzyszylo znalezieniu
niezbyt efektownego diamentu, który dopiero po zmudnej pracy szlifierza stal sie
prawdZiwym klejnotem.
Sluchacze naszych wykladów sa czesto nawet w gorszej sytuacji niz telewidzowie,
którzy mozoly podrózy znaja tylko z ekranu. Uczacy sie przewaznie nie maja
zadnego wyobrazenia o drodze rozwoiu nie tylko teorii matematycznych, ale
nawet o losach poszczególnych twi~rdzen. Wykladowcy i autorzy podreczników
równiez rzadko zwracaja uwage na dzieje teorii. Maksimum wiedzy to zwykle
znajomosc przebiegu procesu oslabiania zalozen w dazeniu do uzyskania .
koncowego, eleganckiego wyniku. Pieknym wyjatkiem od tej reguly sa ksiazki
Nicolasa Bourbaki, zawierajace informacje historyczne podane w sposób
uzyteczny dla studiów nad odpowiednia teoria.
W tym stanie rzeczy pragniemy podzielic sie z Czytelnikami pewnymi refleksjami
na temat celowosci kontaktu z przeszloscia matematyki. Oczywiscie byloby
nonsensem wzywanie do nauczania matematyki przez prezentowanie kolejnych
etapów jej rozwoju. Byloby to zaprzeczeniem postepu, zmarnowaniem czasu.
Jednak calkowite odciecie sie od przeszlosci takze nie jest dobre. Warto czasem
zwrócic sie wstecz, aby lepiej ocenic i zrozumiec terazniejszosc, nabrac szacunku
dla twórczosci i wspanialej intuicji naszych pradziadów, aby dostrzec, ze ich
dzialalnosc sluzyla konkretnym zagadnieniom, ze zbudowane przez nich teorie
byly mocno osadzone wsród potrzeb ówczesnej matematyki, .
Opowiemy o dziejach powstania podstawowych dzisiaj pojec algebry -
pierscienia przemiennego i idealu na gruncie algebraicznej teorii liczb, w pracach
Kummera, Kroneckera i Dedekinda, o ratowaniu zasadniczego twierdzenia
arytmetyki o jednoznacznosci rozkladu - oraz nieco o dalszych badaniach
z tym zwiazanych.
Na ogól w kursach algebry istnienie i jednoznacznosc rozkladu elementu
(takiego jaJ<.liczba calkowita lub wielomian) na iloczyn elementów
nierozkladalnych jest traktowana jako "prawidlowosc" - jej brak raczej jako
osobliwosc. Zapewne temu zawdzieczamy slynna notatke Fermata na marginesie
dziela Diofantesa a wlasnie teoria liczb sklania do oceny przeciwnej -
jednoznacznosc rozkladu jest wlasnoscia wyjatkowa. Zagadnienie rozwiazalnosci
równania Fermata wystarczy oczywiscie badac dla wykladników bedacych
liczbami pierwszymi: jeslin = pq i x, y, z spelniaja równanie x" +yn = zn, to
xq, yq,-zq spelniaja równanie XP+ yP = ZP. Ustalmy wiec liczbe pierwszap > 2
i przypuscmy, ze równanie Fermata ma rozwiazanie skladajace sie z dodatnich
liczb calkowitych x, y, z, a zatem xP +yP = zp. Narzuca sie od razu pomysl:
prawa strona jest iloczynemp czynników zP = Z' z' .. , . z, dobrze byloby równiez
i lewa strone przedstawic w postaci iloczynu czynników nierozkladalnych
i próbowac znalezc zwiazek pomiedzy czynnikami po obu stronach. Jednak
wyrazenie xP +yP mozemy rozlozyc na iloczyn jedynie dwóch czynników

xP+yP = (x+y) (xP-I-xP-2y+ ... -XyP-I+yP-I).

Dopuszczajac jednak czynniki bedace liczbami zespolonymi mozemy wyrazenie to
rozlozyc na iloczyn p czynników.

Oznaczmy przezl;p liczbe zespolona cos ~ + i sin 3~, wówczas (l;p)P = l i liczby
p p

l;~ = l, l;p, l;~, ... , l;~-l
sa wszystkimi zespolonymi pierwiastkamip-tego stopnia z l.
Bardzo latwo sprawdzic, korzystajac z wzoru(T-l)(T-l;p) ... (T-l;~-')
= TP-l, ze

xP+yP = {x+y)(x+l;pY)· .. (X+l;~-'y),

a zatem równanie Fermata mozemy przepisac w postaci

{x+y)(x+l;py) ... (X+l;~-Iy) = z'Z' ... ·z
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Rozwiazante zadania M 259. Zauwazmy,te
poniewaz

xl-y>; (x-y)(x·-l+x·-'y+ ...

... +xy>-'+y'-')
dla kazdego k" l, to
p(x) - p(y) jest podzielne przezx- y dla

kazdej pary x, y E R. Gdyby teraz '<0 bylo

pierwiastkiem calkowitym wielomianu p(x),
to Xo- O I p(xo) - 1'(0), czyli Xo I1'(0) oraz

xo-II p(xo)-pO), c1)1I xo-I! pO), co Jest

niemozliwe, pOniewaz jedna z liczb Xo.Xo- 1

jest parzysta. a zarówno 1'(0) Jak i1'(1) sa

meparzyste, zgodnie z warunkami zadania.

OtrLymana sprzecznoSC dowodzi, zeXo nic

moze byc pierwiastkiem p.
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JZ" .,zaL.J zadania 'VI 261. Spos;:ód
wsz\'stklc trójkatów O wierzcholkach

lezacyel: w wierzcholkach Jl' wybierzmy

tróJkat ABC o najwiek~lym polu, Pokazemy.
Ze jego srodek clezkosc.iS spelnia warunk

zadania. Wiemy. zeJs 1,2 (ABC) A'B'C'
gdzie A', B'. C' sa odpoWiednio srodkamI

boków BC, AC i AB. Gdyby teraz D' ;

; J;; I, l (D) lezal poza trÓjkatem A BC dla

pewnego wierz.chalka D wielokata W. to

moglibysmy wskazac wierzcholek ABC (nr>. A)
taki. ze n' I A Jeza po przeclwl'ych stronac

proste, BC Wte6 Jednak pole(A' B' C)
<' pole (B' C' D', i wobe< lego p:>le
(BCD) > polo (ABC) ""rew zabzeniu.

""obce tego obral)' wszystJ...J,ch WJCT7cholkcw

W leza w trójkacie A BC', a Wllri.:. J ot' l J 2 (IV) c

c A Be C' W. Gdy ter3Z _ I ~ I <' O tol
J~(W)cJS'l(W)C ». cb.d.o.,

v(xy) = v(x)+v(y),

v(x+y) ~ min (v(x), v(y))

dla niezerowych x, y E'A oraz v(l) =~O, v(O) = 00 (przyjmujemy, ze zawsze
n + 00 = 00). Z kazda liczba pierwszap mozna zwiazac pewna waluacje
pierscienia liczb' calkowitych, tzw. waluacje p-adycznavp' Dla n # O przyjmujemy
vp(n) = k wtedy i tylko wtedy, gdypk dzieli n oraz pk-l nie dzieli n. Dla kazdej
liczby calkowitej n # O istnieje wiec tylko skonczona ilosc waluacji p-adycznych,
których wartosc nan jest rózna od zera. Na przyklad dla liczbyn = 457380 =

. = 22.33.5.7. lF mamy v2(n) = 2, v3(n) = 3, vs(n) = v7(n) = l, Vu (n) = 2,
a wszystkie pozostale waluacje p-adyczne przyjmuja nan wartosc O. Kazda
liczba calkowita jest (z dokladnoscia do czynnika± l - sa to jedyne elementy
odwracalne w pierscieniu Z) wyznaczona przez podanie wartosci wszystkich
waluacji p-adycznych na niej. Dalej, nietrudno wykazac, ze poza p-adycznymi
(i ich wielokrotnosciami) pierscien liczb calkowitych Z ma tylko waluacje
trywialna vo, vo(n) = Odla n # O.

Owe "idealne czynniki" Kummera byly to wlasnie waluacje pierscieniaZ[Cp].

Wykladnik, z jakim taki czynnik wchodzi w rozklad liczbyx E Z[Cp], to po
prostu wartosc nax owej ,waluacji.
Ta konstrukcja Kummera jest jednym z najpiekniejszych przykladów abstrakcji -
procesu oderwania sie od "calkowitoliczbowego terytorium", spojrzenia na
zagadnienie z ogólniejszego punktu widzenia (stworzenie arytmetyki piers.cieni
Z[Cp] - o czym za chwile) oraz zastosowanie do wyjsciowego problemu. W liscie
do Liouville'a Kummer pisal:

"Zachecony przez mojego przyjaciela, p. Lejeune Dirichleta, pozwalam sobie
przeslac Panu kilka kopii dysertacji, jaka napisalem trzy lata temu,z okazji
jubileuszu stulecia Uniwersytetu w Królewcu, jak równiez inna dysertacje mego
przyjaciela i ucznia p. Kroneckera, mlodego i wybijajacego sie geometry. W tych
pracach, które zechce Pan przyjac jako wyraz mego glebokiego szacunku, znajduje
sie kilka rezultatów dotyczacych pewnych zqgadnienz teorii liczb zespolonych
otrzymanych z pierwiastków z jednosci, tj. pierwiastków równania r"= 1, które to
rezultaty byly ostatnio przedmiotem dyskusji w.Panskiej przeswietnej Akademii,
z okazji próby p. Lame udowodnienia wielkiego 'twierdzeIJia Fermata. Co do
elementarnego stwierdzenia o tych liczbach, ze dowolna zlozona liczba zespolona

i otrzymujemy rozklad na czynniki nalezace do pierscieniaZ[Cp] skladajacego sie
z liczb zespolonych postaciao+alCp+ ... +ap-IC~-l, gdzie ao, al' ... , ap_l sa
liczbami calkowitymi.
Liczby x + y i·z powinny zatem miec nietrywialny wspólny dzielnik, a wiec ...
Otóz nie! W rozumowaniu tym korzystamy bowiem z wlasnosci jednoznacznosci
rozkladu elementów pierscieniaZ[Cp] na czynniki nierozkladalne. Wiele
blednych dowodów twierdzenia Fermata (m.in. Gaussa, Eulera, Lagrange'a
i prawdopodobnie samego Fermata) polegalo wlasnie na przyjeciu za oczywista
jednoznacznosci rozkladu tam, gdzie nie byla ona wcale oczywista, albo i w ogóle
nie miala miejsca.
W XIX wieku najwiecej energii problemowi Fermata poswiecil matematyk
niemiecki Ernst Eduard Kummer (l81O~1893). Niemal przez cale zycie staral sie
zrealizowac ów "naturalny" pomysl - dowód hipotezy Fermata za pomoca
rozkladów elementów na czynniki. Pierwszym, który zauwazyl, ze w pewnych
pierscieniach liczbowych nie obowiazuje twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu,

. byl prawdopodobnie Peter Gustav. Lejeime Dirichlet (1805-1859). Na przyklad

w pierscieniu Z[v -5], zlozonym z liczb zespolonych postacim+ny -5 =
= m+nY:S i, gdzie m, n sa calkowite, mamy 6 = 2· 3 = (l-y -5)(1'+ y -5)
i wszystkie cztery wypisane czynniki sa nierozkladalne w rozwazanym
pierscieniu. To odkrycie stanowilo wielki wstrzas dla Kummera: zawiódl go
podstawowy pomysl. Nie zalamujac sie jednak, podjal heroiczny wysilek
znalezienia jakiejs namiastki twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie. Stworzyl
w tym celu pojecie "idealnego czynnika"j nowatorsko spojrzal na sama relacje
podzielnosci. Przymiotnik "idealny" znaczy tu raczej "metafizyczny, duchowy"
niz "doskonaly". Owe nieziemskie, idealne liczby musialy byc przede wszystkim
dzielnikami liczb pierwszych calkowitych. Stad i nazwa - przeciez liczby
pierwsze nie maja nietrywialnych dzielników w zakresie liczb calkowitych.
Aby opisac "idealne czynniki" Kummera przesledzmy najpierw prosta sytuacje,
jaka ma miejsce dla pierscienia liczb calkowitych Z. W dzisiejszej terminologii
waluacja (niearchimedesowa) pierscieniaA nazywamy okreslona naA funkcje v
o wartosciach calkowitych oraz00 i taka, ze
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- Mówili cos o kolarzach?

- Tak, tak, przed chwila. Ogromny peleton

'na czele. Nasi w czolówce. W telewizji

wlasnie mówili, ze do Warszawy przyjada
na wpól do szóstej.

- Aha, to u nas beda kolo wpól do piatej.
- Jada, jada!!
- Co, juz? Dopiero 16".

- Widocznie jada dzis wolniej niz zwykle.

- Jak to? Wolniej jada, a wczesniej
przyjezdzaja?

- Och, zajrzyj na str. 16
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moze byc rozlozona na czynniki pierwsze w dokladnie jeden sposab, na brak
.którego zwraca Pan tak slusznie uwage, a którego brak i w innych sytuacjach,
moge Pana zapewnic, ze w ogólnosci nie jest ono prawdziwe dla liczb zespolonych
postaci

a/e mozna je uratowaC przez wprowadzenie nowego rodzaju liczb zespolonych,
które nazwalem idealnymi liczbami zespolonymi. Wyniki moich badan w tym
zakresie przedstawilem Akademii w Berlinie i wydrukowane sa one w
sprawozdaniach z jej posiedzen (marzec1846); praca na ten sam temat pojawi sie
wkrótce w lournalfur die reine und angewandte Mathematik. luz dawno temu
rozpatrywalem zastosowania tej teorii do dowodu twierdzenia Fermata i udalo mi
sie wyprowadzic nierozwiazalnosc równaniax" +y" = z" z dwóch wlasnosci liczby
pierwszej n, tak ze pozostaje tylko zbadac, czy wlasnosci ie przysluguja wszystkim
liczbom pierwszym. Gdyby te rezultaty wydawaly sie Panu godne zainteresowania,
moze Pan je znalezc w sprawozdaniach Akademii Berlinskiej z biezacego
miesiaca".

Dalsza metamorfoza pojecia "liczby idealnej" dokonana zostalaW pracach
Dedekinda. Punktem wyjscia byly dwie wlasnosci podzielnosci przez liczbep:
(i) jesli p dzieli x, to p dzieli kaida wielokrotnosc x, (ii) jesli p dzieli x i y, to p
dzieli x+ y, które przyslugiwaly tez "Iiczbom idealnym" Kummera. Richard
Dedekind zauwazyl, ze te dwie wlasnosci sa najbardziej istotne przy badaniu
relacji podzielnosci w sensie Kummera. Doprowadzilo go to do ulepszenia
pojecia "idealnej liczby" przez zastapienie tej "Iiczby" zbiorem liczb przez nia
-podzielnych - do sformulowania pojecia idealu. W dodatku do ksiazki Lejeune
Dirichleta o teorii liczb (1871) Dedekinq pisal: .
,H System a nieskonczonego zbioru liczb nalezacych doO [w dzisiejszej
terminologii o oznaczal dowolny pierscien liczbowy] nazywa sie idealem, jezeli
spelnia on dwa warunki:
l) suma i róznica dwóch liczb z a znów jest liczba z a;
2) kazdy iloczyn liczby z a przez liczbe z u jest znów liczba z a ..
'H ,Jesli oc nalezy do a to powiemy, ze a azielioc, lub ze a wchodzi [jako czynnik]
do oc . H

,Jezeli wszystkie liczby pewnego idealu a naleza takze do idealu b, to b sklada sie
z jednej lub kilku klas (mod a) i powiemy, ze a jest wielokrotnoscia b, albo ze
dzieli sie przez b, a b jest dzielnikiem a lub, t.e wchodzi jako czynnik do a.
Ideal p, rózny od o, który nie ma dzielników róznych od p i od o, nazywa sie
idealem pierwszym (dzis - maksymalnym).
Jezeli ideal a sklada sie z wielokrotnosci jednej ze swoich liczboc, to taki ideal
nazywa sie glównym ...
Te okreslenia Dedekinda ostatecznie formalizuja pojecie "idealnego czynnika"
Kummera i relacje podzielnosci. Nietrudno sprawdzic, ze w pierscieniu liczb
calkowitych kazdy ideal jest glówny, ze ac b wtedy i tylko wtedy, gdy elementoc

generujacy ideal a (tzn. a sklada sie z wielokrotnoscioc) jest podzielny przez
element fJ generujacy b; wreszcie, ze idealami pierwszymi sa w tym pierscieniu
dokladnie idealy generowane przez liczby pierwsze oraz ideal zerowy. Ponadto
z kazda waluacja ("idealnym czynnikiem") mozna zwiazac jej ideal - zlozony
z tych liczb, na których waluacja przyjmuje wartosci d04atnie. Odwrotnie -
ideal 'Pierwszy (niezerowy) wyznacza waluacje. Zatem mówiac w gruncie rzeczy
o tym samym dochodzimy od mistycznych "idealnych czynników" Kummera
(które mialy "nieziemski byt" i decydowaly o losach "nizszych" liczb
calkowitych) do sformalizowanego i bardzo prostego pojecia idealu.
Bardzo latwe do udowodnienia jest nastepujace twierdzenie:
jezeli kazdy ideal dziedziny calkowitolei jest glówny, to w pierscieniu tym spelnione jest
twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu.Dla pierscieni postaci Z[Cp] prawdziwe jest_
takze twierdzenie odwrotne: jesli w pierscieniu takim spelnione jest twierdzenie
o jednoznacznosci rozkladu, to kazdy ideal tego pierscienia jest glówny.
Kummerowi potrzebny byl jakis sposób oceny, na ile w danym pierscieniu
naruszone jest prawo jednoznacznosci rozkladu (dokladniej pisal o tym w Delcie
9/1979 Wladyslaw Narkiewicz). Kummer nazwal idealyI oraz l pierscienia
Z[Cp] równowaznymi, o ile istnieja niezerowe elementyr, s tego pierscienia takie,
ze rI = sl. Wszystkie (niezerowe) idealy glówne sa wiec równowazne. Ilosc klas
równowaznosci idealów stanowi pewien miernik niejednoznacznosci rozkladu
w danym piersc{eniu. Kummer udowodnil, ze dla pierscieniZ[Cp] liczba klas
równowaznosci idealów jest,skonczona, a klasy te stanowia grupe (skonczona)
ze wzgledu na naturalne dzialanie mnozenia.
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Liczby Bernoulliego pojawiaja si~

w wiciu innych sytuacjach, zanotujemy tu

tylko nastepujace wzory prawdziwe dla
lxi < "/2 oraz dla dowolnych liczb

naturalnych m, n

00

~ X2"-1tgx = L., (-I)"-'B,"2'"(2'"-I) y.
n= \ n.

nm+l flm
lm+2m+3m+ .,. +nm = + n'_ +m+ I 2

I (fil) I (fil)'+2B2 I flm-I+·4B• 3 nm-3+

I (fil) .+ '6 B6 S n.m-5+ ... ; ostatni wyraz po

prawej stronie zawiera n lub nl w zaleznosci
od tego, czy m jest parzyste, czy nieparzyste.
Oto wartosci niektórych liczb Bernoulliego:
Bo = I. BI = -1/2. B, = 1!6. B. = -1/30,
B,. = -3617/510.B" =
= -7709321041217/510.Bilo = -Cll'!C,O.

B121 = clO;/6, gdzie Cl13, e,O i elOi

oznaczah pewne liczby naturalne o113,10.
107 cyfrach rozwiniecia dziesietnego.
Wiadomo. ze IB.I < IB.I < IB.I < ... oraz

lim {(-I)"-IB,"/[V4"n(nj:te)'"]) = l.
n-oo

Teza twierdzenia Grunerta byla tematem
zadani. nr 4 zawodów III stopnia XXII

Olimpiady Matematycznej.

/

Analizujac bardzo glebokie wlasnosci pierscieniZ[(p] Kummer udowodnil
wielkie twierdzenie Fermata dla tych liczb pierwszychp wystepujacych jako
wykladniki, które nie dziela liczby klas idealów pierscieniZ[Cp]. Takie liczby
pierwsze sa dzis nazywane regularnymi. O tym wlasnie rezultacie wspominal
w liscie do Liouville'a.

Kummer znalazl wzory na liczbe klas idealów pierscieniZlCp] oraz podal
kryterium pozwalajace rozstrzygac, czy dana liczba pierwsza jest regularna, czy
nieregularna. Kryterium to wykorzystuje wlasnosci tzw. liczb Bernoulliego
Bo, B1, B2, 'H Ten ciag liczb bkreslil Jacob Bernoulli(1713) jako kolejne
wspólczynniki w szeregu potegowym

00

x ~ x" I I x2 l x4 I x6eX _I = ~ Bn nf = I - T x + 6" 2 ( - 30- '4'1 + '4T . '6T -
n=O

Latwo zauwazyc, zeO = B3 = Bs = B7 = H" oraz wyprowadzic nastepujace
wzory, pozwalajace bezposrednio wyliczyc kolejne wyrazy tego ciagu

Bo = l
(6)Bo+(f)BI = O .

(5)Bo + WB1 + (DB2 = O

("ÓI)Bo+("t1)Bt + H' +("~l)B; = O

(w tablicy tej mozna oczywiscie opuscic skladniki zawierajaceB3, Bs, B7' 'H

jako równe zeru); liczby Bernoulliego sa wiec wymierne.
Zapowie.dziane kryterium Kummera orzeka, ze liczba pierwszap jest regularna
wtedy i tylko wtedy, gdyp nie dzieli liczników liczb Bernoulliego B2, B4, B6,

.H, Bp_3' Istnieje wiec metoda pozwalajaca sprawdzic, czy dana liczba pierwsza
jest, czy nie jest regularna. W ten sposób sprawdzono, ze np. wsród liczb
pierwszych < 100 tylko 37, 59 i 67 nie sa regularne (licznik liczbyB32 jest równy
- 37 . 208360028141). Istnienie nieskonczenie wielu liczb pierwszych
nieregularnych wykazal Jensen w1915 roku, a dotychczas nie wiadomo, czy liczb
pierwszych regularnych jest nieskonczenie wiele.
Choc nie nalezy to do glównego tematu, wspomnijmy prosty, ale ciekawy wynik
Grunerta z1856 roku: jezeli dodatnie liczby calkowitex, )', z spelniaja równanie
Fermata xP +yp = zP, to x, y i z sa wieksze odp. Mozna zalozyc, zex > y.

Mamy oczywiscie z> x, wiec xP + yP = zP = [(z - x) + xJP = xP + pxP-1 (z - x) +
." + (z-x)P > xP+pxP-1, wiecyP > pxP-1 > pyP-l, skad y > p.

Poniewaz x > y, wiec takze x > p, zatem z> p. Nierozwiazalnosc równania
Fermata wykazana jest- dzis dla wszystkich wykladnikówp :( 125000 (Samuel
Wagstaff, 1978). Jezeli zatem jakies rozwiazanie w ogóle istnieje, tox > 125000,
a wiec dla dojscia do tego rozwiazania musielibysmy dzialac na liczbach co
najmniej równych 125000125000 > 10637113. Mala jest wobec tego szansa, by na
ewentualne rozwiazanie trafic przypadkiem lub przez systematyczne próby,
nawet przy uzyciu najwiekszych komputerów.
Jak to zwykle w matematyce bywa, wprowadzone przez Kumr.nera i Dedekinda
pojecia pierscienia, idealu i grupy klas idealów zaczely zyc wlasnym zyciem i -
co rzadsze a wazniejsze - znalazly szerokie zastosowanie w innych dzialach
matematyki. Przede wszystkim az do poczatku XX wieku wszystkie
rozpatrywane pierscienie i ciala byly w gruncie rzeczy podcialami lub
podpierscieniami ciala liczb zespolonych, badz cialami skonczonymi. Role
katalizatora w procesie dalszej (niezbednej, jak dzis jasno widzimy) abstrakcji
odegraly liczby p-adyczne (Delta pisala o nich np. w nr.9/1978) wprowadzone
przez Hensela, szeroko stosowane w teorii liczb. Pojecie idealu stalo sie
podstawowe dla nowoczesnej geometrii algebraicznej.
Przy badaniu pierscieniZ[Cp] Kummer natrafil na szczegóinie prosta sytuacje.
Mówiac wspólczesnym jezykiem powiedzielibysmy, ze rozpatrywal pewne
pierscienie_Oedekinda. Tak nazywamy dzis te dziedziny calkowitosciA, w których:
(10) dla kazdego idealul istnieje skonczony zbiór generatorów (tzn. takie elementy
b1, H', bs E l, ze kazdy element nalezacy dol ma postac alb! + H' +asb.,dla
pewnych a! , ... , as E A), (2°) zaden niezerowy ideal pierwszy (tzn. taki ideall, ze
jesli a, b E A"-l to ab E A"'I) nie jest zawarty w ideale wiekszym, róznym odA,
(3°) jezeli ulamek a/b (a, bE A) jest pierwiastkiem wielomianu o wspólczynnikach
z A, którego wspólczynnik przy najwyzszej potedze jest równy l, to ulameka/b
nalezy do A. Te trzy warunki, okazuje sie, decyduja o tym. ze w takich
pierscieniach mozna "uratowac" nieco z wlasnosci jednoznacznosci rozkladu.
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wiec (II)Czego nie wiemy o neutrinach?

Choc nie jest prawda, ze kazdy element pierscienia Dedekinda rozklada sie
jednoznacznie na iloczyn elementów nierozkladalnych, to jednak
kazdy ideal pierscienia Dedekinda mozna jednoznacznie przedstawic w postaci
iloczynu idealów nierozk/adalnych (sa nimi niezerowe idealy pierwsze).
(Iloczynem idealów l, J jest ideal JJ skladajacy sie z sum elementów postaci
ab gdzie a E l, b E J). Grupy klas pierscieni Dedekinda pojawiajacych sie w teorii
liczb byly.skonczone - jak widzielismy, znaczy to, ze "odchylenie" tych pierscieni
Dedekinda od pierscieni z prawem jednoznacznosci rozkladu nie jest duze.
W pewnym sensie koncowa odpowiedz na pytanie, jak moga sie rozkladac
elementy pierscienia Dedekinda, zawiera nastepujace twierdzenie L. Cia borna
z 1965 roku:
kazda przemienna grupa abelowa jest grupa klas idea/ów pewnego pierscienia
Dedekinda.
Choc wiele na ten temat wiedzieli juz Kummer, Dedekind, Kronecker oraz
Gauss, dopiero niedawno wyjasniono do konca, dla jakich liczb pierwszychp
pierscienie Z[Cp] maja wlasnosc jednoznacznego rozkladu. Jedynymi takimi
liczbami sa mianowicie 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19.
Chociaz ani Kummerowi, ani nikomu innemu do tej pory nie udalo sie
rozstrzygnac wielkiego problemu Fermata, to jednak stworzone w tym celu
pojecia i metody przydaly sie i przydaja sie w calej niemal matematyce,
a sztuczne z pozoru okreslenia wyrosly na bardzo konkretnej problematyce. Jest
to jedyna wlasciwa droga rozwoju pojec matematycznych.

Nasz kondensator sklada sie z trzech plytek

polaczonych sprezynami, skrajne plytki sa
zamocowane, srodkowa moie sie poruszac.
Dwie baterie zapewniaja róznice potencjalów

V. - V. = 2Vo. Tym samym pole miedzy

plytkami ma natezenie ~ . Jesli terazD

z koncówki A doplynie na plytke srodkowa

ladunek + Q, to plytka ta dotad bedzie

przesuwac siew góre. az sprezyny
zrównowaza sile elektrostatyczna:

Kondensator o ujemnej pojemnoscl
Co to jest kondensator - kazdy wie.
Pojemnosc kondensatora jest wieksza od

zera, gdyz ladunek i potencjal jednoczesnie

zmieniaja znak. To oczywiste. Tak jednak
byc nie musi. Mozna skonstruowac
kondensator o ujemnej pojemnosci, tyJe, ze

nie jest to juz tak proste urzadzenie. Oto ono

Vg

k

7; 1 'u IB~ ~A ~

Wtedy punkt A bedzie mial wzgledem 8

potencjal "

VÓ

VA = -zE= ,- kD' Q.

Mgr RomanJUSZKIEWICZ

(1)

Czyli

kD'
C = - --2- < O.

Vo

Proponuje, by Czytelnik rozwazyl nastepujace
problemy:

J. Jak zachowuja sie obwodyRC. LC, RLC,
gdy C < O?

2. Jak zalezy ruch srodkowej plytki od
czestosci zmian napiecia VA? Moze warto
doda":tlumik oscylacji?

P. Amstrrdamski

CZY NEUTRINA MAJA MASE?

Przekonanie o tyin, ze neutrina sa czastkami, pozbawionymi masy spoczynkowej, powstalo
w latach trzydziestych, kiedy to Wolfgang Pauli, aby uratowac bilans energetyczny w reakcji

n --> p+e- +v.

wprowadzil hipoteze o ich istnieniu. Przekonanie to dotrwalo praktycznie w stanie
nienaruszonym do wiosny roku 1980, mimo ze nikomu nie udalo sie podac doswiadczalnego

dowodu na to, ze masa neutrina jest scisle równa zeru. W roku 1958 Bruno Pontecorvo
wysunal przypuszczenie, ze jezeli masa chocby jednego rodzaju neutrin, np.Ve, jest rózna od

zera, to powinny wystapic "oscylacje neutrinowe", tj. przemiany typuVe ;::!: vI" czy Ve ;::!: VT•

Dobra analogie takiego hipotetycznego procesu stanowia przejsciaKO +± KO, opisane
w artykule M. Swieckiego (Delta nr 5/1978). Okres oscylacji zalezy od róznicy mas neutrin
(z zasady nieoznaczonosci wynika, ze powinien byc on odwrotnie proporcjonalny do tej róznicy).
Obserwujac takie oscylacje mozna byloby zatem zmierzyc róznice mas poszczególnych
gatunków neutrin. Calkowity brak oscylacji swiadczylby natomiast o tym, ze wszystkie
neutrina sa czastkami bezmaso •••..'Ymi. Istnieje równiez metoda, pozwalajaca na bezposrednie
"zwazenie" neutrina. Aby tego dokonac, nalezy zbadac rozklad energii kinetycznej elektronów,
uwalnianych w reakcji typu (1). Badajac ten rozklad, wyznaczyc mozna "brakujaca" w bilansie
energie, która zostala zu±yta na wyprodukowanie masy spoczynkowej neutrina. Latem
ubieglego roku pojawily sie wiadomosci, które wywolaly prawdziwa sensacje. Okazalo sie

mianowicie, ze wyniki badan, opartych na obu omówionych metodac~, prowadza do wniosku,
ze masa neutrina elektronowego jest rózna od zera!

Doniesienia te pochodzily od F. Reinesa i.C. Cowana z Uniwersytetu Kalifornijskiego, którzy
stwierdzili wystepowanie oscylacji w strumieniuVe z reaktora jadrowego, oraz od W. Lubimowa
i jego wspólpracowników z Instytutu Fizyki Teoretycznej i Doswiadczalnej w Moskwie, którym
udalo sie wyznaczyc mase neutrina elektronowego z rozkladu energii kinetycznej elektronów,
uwolnionych podczas rozkladu trytu (tryt jest izotopem wodoru o jadrze zbudowanym z dwóch
neutronów i jednego protonu). Wartosc masyVe, wyznaczona przez Lubimowa, wynosim(ve) =
= 30 eV. Wyniki tych doswiadczen nalezy jednak traktowac z duza ostroznoscia. Zdaniem
specjalistów, na ich powtórzenie (i ewentualne potwierdzenie) w innych laboratoriach oraz na
usuniecie wszystkich watpliwosci potrzeba co najmniej dwóch lat. A na razie w wyniku naszej
niepewnosci co do masy neutrina "na rozdrozu" znalazly sie az trzy dziedziny fizyki: teoria
struktury wewnetrznej gwiazd, kosmologia i teoria oddzialywan czastek elementarnych.
Jezeli oscylacje neutrinowe rzeczywiscie wystepuja w przyrodzie, to "problem neutrin
slonecznych" moze uzyskac nieoczekiwanie proste wyjasnienie. Mianowicie, jest mozliwe, ze
strumien v., rejestrowany przez detektor Davisa stanowi 1/3 wartosci przewidywanej przez
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