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Co to znaczy udowodnié twierdzenie matematyczne? Logicy dawno
juz odpowiedzieli na to pytanie, podajac definicje dowodu
Jormalnego jako ciggu zdan koficzacego si¢ dowodzonym
twierdzeniem i o tej wlasnosci, ze nastepne zdanie ciagu powstaje
z poprzedniego w mys$l prostych, ustalonych reguf.
Poczatkiem ciaggu musza za$ by¢ aksjomaty.
No tak, to wszystko pieknie, tylko ze takich dowodoéw nikt nie
pisze. Bylyby za dlugie, niezrozumialé przez szczegdlowo$é,
a nade wszystko ... piekielnie nudne. Powstajace w rzeczywistosci
dowody matematyczne to jakby szkice rozumowan, opisy, jak cos
tam mozna udowodni¢. Autorzy pomijaja wiele krokow,
pozostawiajac je domys$lnosci czytelnikow, co czasem prowadzi
do zlych skutkéw, gdy ci sa mniej domyslni niz to zakladali
tworcy dowodow. Na ogél jednak przyjmuje sig za ,,dobry”
dowdd, ktory jest zrozumialy dla tzw. przecigtnie wyksztalconego
specjalisty.
Przy takim, bardzo pragmatycznym podejsciu do pojecia dowodu
budzi si¢ od razu szereg watpliwosci. Czy np. rozumowanie
" spisane na 10 tysigcach stron druku mozna nazwaé dowodem?
Zaden czlowiek nie bylby w stanie tego zrozumie¢, zakladajac
nawet, Ze taki gigant zostalby wydrukowany. Podobne
kontrowersje budzi dowdd stynnego twierdzenia o czterech
barwach. Wigksza czes$¢ tekstu stanowi tam wydruk z komputera
tak dlugi, ze nikt nie jest w stanie sprawdzi¢ poprawnosci
obliczen bez uzycia ... innego komputera. A jeéli maszyna
popetnita blad? Poza tym dla kogo robimy dowody: dla ludzi,
czy dla komputerow?
Wirod matematykow istnieje zwyczaj wyznaczania nagrod za
rozwiazanie szczegolnie trudnych problemow, Stawia sie wowczas
na ogol pytanie: ,,czy jest tak a tak?” i wyplaca okragla sume
temu, kto odpowie na nie twierdzaco lub przeczaco i poda dowod.
Slynnym fundatorem takich nagrod i jednoczeénie tworca
problemow jest wegierski matematyk P4l Erdos, a premie siegaja
niekiedy trzech tysiecy dolaréw. Zdarza si¢ czasem, zwlaszcza przy
pytaniach z teorii mnogosci, topologii ogdlnej czy teorii funkeji
rzeczywistych, ze jakis niesforny matematyk wykreci sie sianem
i zamiast odpowiedzie¢ rak lub nie, udowodni, ze dana hipoteza
jest nierozstrzygalna, tzn. nie mozna jej ani udowodnié, ani
obali¢, Z formalnego punktu widzenia wszystko jest w porzadku,
problem zostaje zamknigty. W odczuciu jednak niektorych
matematykéw dowod niezaleznoéci hipotezy daje mniej informacji
niz ,,zwykly” dowod jej lub jej zaprzeczenia. Czy autor takiego
rozwiazania powinien zainkasowa¢ nagrode w walucie
wymienialnej? Zdania co do tego sa podzielone, zwlaszcza ze
warunki konkursu nie bywaja ustalane precyzyjnie. A co o tym
sadza Czytelnicy?
Andrzej PELC
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Chociaz rownanie takie jak x*+ 19x3y—4p*3—x+1 =0

wyglada na bardzo skomplikowane, z jednym faktem mozna sie
Zgodzi¢ od razu — opisuje ono pewng krzywa na plaszczyzZnie.
Ta krzywa jest algebraiczna — bo po lewej stronie réwnania stoi
wielomian.

Powierzchnie algebraiczne mozna opisywaé réznie, a jednym ze ;
sposobow jest rozpatrywanie réwnan z niewiadomymi
zespolonymi. Rownanie takie jak z3+ 1923z, — 4233 —z,4+1 = 0
(gdzie rozwiazan z, i z; szukamy wérod liczb zespolonych)
stanowi w gruncie rzeczy pare rownan: cze$¢ rzeczywista = 0
oraz czgs¢ urojona = 0. W réwnaniach tych mamy ukryte cztery
zmienne rzeczywiste: czeSci rzeczywiste z, i z, oraz ich czesci
urojone. A zatem rownanie takie opisuje twor 4—2 = 2-wymiarowy,
tj. powierzchnie.

Powierzchnie opisang przez przyrownanie do zera

pewnego wielomianu zespolonego nazywamy powierzchnig
algebraiczng w dwuwymiarowej przestrzeni zespolonej.

W trojwymiarowej przestrzeni zespolonej do opisania powierzchni
potrzeba juz dwoch zespolonych réwnan wielomianowych

(= czterech rzeczywistych).

Powierzchnie mozemy sobie jako-tako wyobrazaé, a zagadnienie
ich topologicznej klasyfikacji jest od dawna rozstrzygniete.
Kazda z interesujacych nas tu powierzchni algebraicznych jest
homeomorficzna ze sfera (powierzchnia kuli), do ktorej

a) doklejono pewna liczbe raczek-uch

b) usunigto pewna liczbe izolowanych punktow

¢) sklejono ze soba kilka (-nascie, -dziesiat, -set ...) innych
punktow.

Liczba owych ,,raczek” z punktu a) to rodzaj powierzchni
(Delta 1/1981). Jest to jej niezmiennik topologiczny. Podstawowym
za$ geometrycznym niezmiennikiem jest stopien. Dla powierzchni
opisanej jednym réwnaniem zespolonym jest to po prostu
stopienl tego réwnania, ale mozna poda¢ bardziej geometryczne
okreslenie: to najwigksza skoriczona liczba punktow, jakie
uzyskujemy przecinajac nasza powierzchnig plaszczyznami

az;+ bz, = c. Dla powierzchni algebraicznych polozonych

w trojwymiarowej przestrzeni zespolonej nalezy bada¢ przecigcia
z dwiema hiperplaszczyznami itd.

Czy miedzy tym geometrycznym niezmiennikiem, jakim jest
stopieni d, a topologicznym, jakim jest rodzaj g, jest jaki§
zwiazek ? Owszem, dla powierzchni ,,bez dziobk6w’ polozonej
w dwuwymiarowe;j przestrzeni zespolonej wiemy, ze

1
g= > (d—1) (d—2) — liczba sklejen, o ktérych mowa w ¢).

Natomiast dla powierzchni w trojwymiarowej przestrzeni
zespolonej rzecz si¢ od razu komplikuje i 0 zwiazku miedzy
stopniem i rodzajem wiemy tyle co nic.
To dos¢ irytujace, ze nie umiemy do korica zbadaé zwigzku
pomigdzy dwiema zupelnie podstawowymi liczbami przypisanymi
kazdej powierzchni algebraicznej.

Michal SZUREK
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