Pierdcieri (niekoni ie pr ienny) to
taki ukiad skladajacy sig ze zbioru A

i dwoch dzalai + i - w nim okreslonych,
ze spelnione sq dla dowolnych elementow
a, b, ¢ z A warunki

1) a+b = b+a
2) (a+b)+c=a+(b+o)

3.) istnieje d takie, #¢ a+d = b
4)a-(b'c)=(a*b)'c
5)a-(b+c)=a-b+a-c

6.) (b+c)ra=b-atc-a
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W jednej z olimpiad matematycznych

lazlo si¢ takie sadanie:
Wykazai, e dla kaidego czworofcianu
istnicje taka jego sciama, ie rzut Srodka
ciggkodci cxworoSclamu na rawierajgea jq
plaszczyzne naleiy do tef sciany.
Jeden z uczestnikdéw zawoddéw zaproponowat

jCE TOZW

Przypusémy, 2e rzuty srodka cigzkodci na
kazdg z czterech plaszczyzn podstaw
padaja na zewnatrz tych podstaw. Wiedy
dowolnie postawiony czworoscian
przewrocitby sie, ale z tych samyvch
powodow nie ustalby i w nowym
polozeniu itd.

Otrzymaliby$my perpetuum mobile. Jak
wiadomo, jest to niemozliwe, co dowodzi
naszego twierdzenia,

Komitet Gidwny Olimpiady stangl przed
powainym dylematem: uznaé to za dowdd,
czy nie? No, bo do tego, #e fizycy do
dowodéw swoich twierdzen stosuja
matematyke wszyscy juk si¢ przyzwyczaili.
Ale Zeby odwrotnie?

Fe!

Nie powiemy, jaka byla decyzja
Komitetu w tej sprawie,

Problem Kothe
W ubieglym roku obchodzit jubileusz pigcdziesigciolecia tzw. problem Kéthe z algebry
nieprzemiennej. W tej dyscyplinie matematycznej badamy pierscienie, tj. systemy algebraiczne,
w ktorych elementy mozna ,,dodawac” i ;,mnozy¢”, przy czym dzialanie przyjete za mnozenie
ma byc lgczne i rozdzielne wzgledem dodawania. Nie musi by¢ za to przemienne. Tak ogdlne
,,mnozenie” moze mie¢ z pozoru dziwne wiasnosci. Jezeli na przyklad wielomiany bedziemy
dodawac w zwyczajny sposob, a mnozy¢ tak
(@n X" +an_1 X"+ ...+ 30) (bmX™ 4+ by 1 X™=" 4 ... + bo) = (@ybo+agh;)x+ache,
to od razu obliczymy, ze x* = 0, choé sam wielomian x nie jest zerowy. Elementy, ktérych
pewna potgga jest zerem, nazywaja sie nilpotentnymi. Wystepuja one czesto w pierScieniach
skoficzonych, na przyklad ,,modulo 12" mamy 6 = 12 czyli 0.
Jednym z podstawowych i najbardziej naturalnych pierScieni w algebrze jest pierScien macierzy
(wystarczy nam rozpatrywac macierze 2 x 2). Macierze mnozy sig tak
a b e f] _[ae+be af+bh
[c d] E [s Il] n [c¢+dz cf+dh
Problem Kothe sprowadza sie do nastgpujacego niewinnie wygladajacego pytania:
Przypusémy, ze kazdy element pierScienia A jest nilpotentny. Czy pierfcien macierzy 2x 2
o elementach z A tez ma te wlasnoié?
Z pozoru nic trudnego. Co najwyzej beda dlugie i nieprzyjemne rachunki ... . Prosze jednak, oto
wzOr na czwarta pot¢ge macierzy.
a b)* a*+bca® +abda+bd2a+abe + bebe + abde + bd?c, a®b 4 beab + abdb +bd*b + a*bd 4 bebd + abd? + bd?

L‘ d] = [ca’+m"a’+obca+d’ca+md’c+dobc+cbdc+d’c. ca’b+rdab«]-cbcb+d'-'cb+md’+dcbd+cbd‘+d‘]
a dalej? Brr ...
Trudno moze uwierzyc, ze tak niecieckawie wygladajace zagadnienie moze spedza¢ sen z oczu
wybitnym matematykom. Jego rola w algebrze jednak przypomina doé¢ dobrze role, jaka
hipoteza Poincarégo gra w topologii — lezy jak glaz na srodku szerokiej drogi prowadzgcej do
peiniejszej klasyfikacji algebr nieprzemiennych. Jedno ze sformulowan (w rzeczywistosci:
nieznaczne uogolnienie) problemu Kothe jest dostlownym przetlumaczeniem na jezyk algebry
nieprzemiennej tzw. twierdzenia Hilberta o zerach — zupelnie podstawowego twierdzenia
geometrii algebraicznej.
W 1971 Jan Krempa wykazal, ze spora liczba dobrze znanych zagadnien algebry
nieprzemiennej jest badZ rownowazna problemowi Kothe, badZ bardzo $cisle z nim zwiazana.
Ubiegly rok (praca radzieckich matematykéw Markowa i Bejdara nie jest jeszcze opublikowana)
przynidst prawie kompletne rozwigzanie powyzej wzmiankowanego drobnego uogélnienia
hipotezy Kéthe. Dla algebr nad cialem nieprzeliczalnym odpowiedzZ jest pozytywna, nad
skonczonym badz przeliczalnym — negatywna. Aby uporac si¢ z hipoteza Kothe, wystarczy ja
wiec ,,przerachowac” dla pierScieni macierzy o wspolczynnikach z cial o przeliczalnej lub
skoniczonej liczbie elementow. Ale to wyglada na tak samo trudne, jak ogolny przypadek.

{ipoteza Poincaré

Klasyfikacja wszysikich powierzchni zwartych jest dobrze znana topologom (w Delcie pisat
o tym J. Oledzki w nr 1/1981). Kazda taka powierzchnia jest homeomorficzna ze sfera, z ktorej
wycieto pewna liczbe otwordw, ktore nastgpnie polaczono raczkami-uszkami. Ich liczba jest
rodzajem powierzchni. Procz tego jeden otworek mogt zostac zaklejony wstega Mobiusa —
i wtedy powierzchnia byla nieorientowalna.

Nie jest znana pelna klasyfikacja rozmaitosci trojwymiarowych (rozmaitos¢ to przestrzen
lokalnie homeomorficzna z przestrzenia euklidesowa). Jedng z przeszkdd tej niewiedzy jest
nieznajomos¢, czy prawdziwa jest nastepujaca

Hipoteza Poincaré. Kazda zamknieta jednosp6jna rozmaito$¢ tréjwymiarowa jest
homeomorficzna z ,,tréjwymiarowg powierzchnig" kuli czterowymiarowej

2
xi+xi+xi+xi=1.

W pierwotnej wersji hipotezy Poincarému chodzito o odpowiedz na pytanie, czy zamknigta
rozmaito$¢ wielofcienna majaca identyczne wiasnosci homologiczne co S jest z §3

topologicznie réwnowazna. Sam jednak szybko zorientowal si¢, Zze odpowiedZ na tak postawione
pytanie jest negatywna. W latach trzydziestych Whitehead pokazal, ze w hipotezie Poincarégo
sfery S3 nie mozna zastapi¢ przez przestrzen euklidesowa E* — skonstruowal mianowicie .
otwarty, spoiny i $ciggalny podzbiér W = E?, ktéry nie jest topologicznie rownowazny z E>,
Ciekawe, ze odpowiednik hipotezy Poincarégo dla wymiaréw = 5 ma odpowiedZ pozytywna.
Wykazali to Smale (w 1961 roku) i Zeeman (1962).
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