i1 hipotezie continuun

Styszy si¢ czesto: ,,to pewne, jak 242 = 4. Zdania -
matematyczne bywaja podawane za wzOr niewzruszonej

i absolutnej prawdy. Pytanie, jakie zdania? Niewatpliwie pewniki,
czyli aksjomaty (,,przez dwa punkty przechodzi dokladnie jedna
prosta’) oraz twierdzenia, chocby tak latwe, jak to zacytowane
na poczatku.

Istnieja jednak w matematyce zdania o zupelnie innym
charakterze. Nalezy do nich stynna hipoteza continuum, ktora
mozna sformulowa¢ nastgpujaco: Kazdy nieskoriczony zbidr
liczb rzeczywistych jest rownoliczny badz ze zbiorem wszystkich
liczb rzeczywistych, badZ ze zbiorem liczb naturalnych.
Hipoteza continuum jest niezalezna od powszechnie
przyjmowanych w matematyce aksjomatow. Formalnie oznacza
to, ze o ile matematyka bez hipotezy continuum jest niesprzeczna,
to nie stanie si¢ sprzeczna po dodaniu tej hipotezy lub jej
zaprzeczenia. Mozna to inaczej sformutowaé mowiac, ze

ani hipotezy continuum, ani jej negacji nie zdolamy udowodnié
uzywajac powszechnie uzywanej aksjomatyki.

No tak, zdarza si¢ slysze¢, zwlaszcza od o0s6b po raz pierwszy
stykajacych si¢ z tym dziwolagiem matematycznym, ale przeciez
jakos to jest. My, byé moze, nie potrafimy udowodnié¢ ani obali¢
hipotezy continuum, ale demon wiedzgcy wszystko o §wiecie
méglby po prostu sprawdzi¢, czy istniejg te posrednie zbiory
nierownoliczne ani ze zbiorem liczb naturalnych ani
rzeczywistych, czy tez nie. Rozumowanie to opiera si¢ na
blednym przypuszczeniu, ze zbidr liczb rzeczywistych jest takim
przedmiotem, jak stojace przede mna pudelko, ktore wystarczy
otworzy¢, by przekonac sie, czy jest puste; no bo albo jest
puste, albo nie. Moze to by¢ co najwyzej dobrze zamkniete
pudetko, tak dobrze, Ze nie mamy moznosci sprawdzi¢ tego
faktu.

Predzej za$ zbi6r liczb rzeczywistych mozna by przyréwnaé do
pudetka opisanego w ksiazce. Przypusémy, Ze autor powiesci
wspomniat, iz Jan dostal od wujka piekne drewniane puzderko ...
i nie dodal juz na ten temat ani stowa. MozZna zapyta¢, czy
opisana szkatutka byla pusta, czy nie: jest to pytanie nie do
rozstrzygnigcia. Nasza wiedza o tym fikcyjnym przedmiocie

jest za mala, podobnie, jak informacje czerpane z aksjomatow
nie opisuja zbioru liczb rzeczywistych na tyle dokladnie, by
rozstrzygnaé hipoteze continuum. Badaczy, ktorzy wykazali
niezaleznoé¢ hipotezy, mozna poréwna¢ do uwaznego czytelnika,
ktory przewertowawszy powie$é stwierdzi: nie ma tam ani slowa
o zawartoéci pudetka.

Tak wigc Zaden demon nie pomoze. Za to kazdy ma prawo
fantazjowaé: jeden z czytelnikow ,,czuje”, ze wujek podarowatl
pudetko pelne zlotych monet, inny, Ze stary skapiec wykpil sie
pustg szkatutka. Tak samo matematycy: sg tacy, ktorzy ,,lubig”
hipoteze continuum, inni odZegnuja si¢ od niej. Pamietajmy
jednak, ze w czytanej przez nich pilnie powiesci —— matematyce
ze zwykla aksjomatyka — nie napisano o tym ani siowa ...
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Liczby pierwsze trafiajgq sie wiréd naturalnych jak kakol wirdd
zboza i posuwajac si¢ po osi liczbowej trudno zgadnaé, czy
nastepna napotkana liczba bedzie pierwsza, czy nie. A jednak,
tak jak wielokrotne nakladanie si¢ zjawisk przypadkowych
prowadzi do bardzo regularnych prawidiowoéci, tak i pozornie
bezladnym rozmieszczeniem liczb pierwszych na osi liczbowej
rzadza zdumiewajaco sciste reguly. Oto bodajze najprostsza,

Niech 7z(x) bedzie liczba liczb pierwszych nie przekraczajacych
x. Oto tabelka wzrostu funkcji 7(x) i poréwnanie jej z funkcjg
xfIln x

x 22(x) x/ln x

10 4 4,3

100 25 21,7

1000 168 144.8

10000 1229 1085,7
100000 9592 8685,9
1000000 78498 T2382,4
10000000 664579 620420,7
100000000 5761455 5428681,0
1000000000 50847534 482549424
10000000000 455052512 434294477,9

Zgodnoé¢ dwu ostatnich kolumn nie najgorsza, ale mozna i szuka
lepszych przyblizen funkcji 7z(x), opisujacej rozmieszczenie liczb
pierwszych. Bardzo dobrze nadaje si¢ do tych celow funkcja
Riemanna

1 1 _
R(x) = Li(x)— ?I,i(lf.;)- ?Li(f/x)—

x
gdzie Li(x) = S (1/log 1) dt.
2
Przykladowo, dla x = 10® mamy R(x) = 5761552.
Dla x = 10° zgodnosé jest jeszcze lepsza: R(x) = 50847455.

Juz Riemann znal pewien dokladny wzér na z(x). Wspomnijmy
tu, Ze szereg

1
4*

1 1
dzeta(s):i‘(.r)=l+?.-+—3‘—+ L
jest zbiezny dla s > 1, ale do$¢ skomplikowana technikg funkcji
analitycznych mozna funkgje £(s) przedluzy¢ tak, by byla
okreslona dla dowolnego zespolonego s = o+ if.

Wspomniany wzor Riemanna jest taki

a(x) = R(x)— > R(x"),
r

gdzie sumowaé nalezy po wszystkich zerach funkcji dzeta, tj.
pierwiastkach réwnania {(s) = 0. Co wiemy o tych pierwiastkach?
Poza tzw. pierwiastkami trywialnymi: —2, —4, —6, —8, ...

. 1
wszystkie inne znane (81 milionow) lezq na prostej o = ?;

1
innymi stowy: ich cze$¢ rzeczywista wynosi i Stynna hipoteza
Riemanna powiada, ze tak jest dla wszystkich pierwiastkow.

Pozytywne rozwiazanie hipotezy Riemanna mialoby olbrzymie
znaczenie dla lepszego poznania funkcji 7(x), pozwalajac ja
oblicza¢ z niemal dowolnag dokladnoscig. Nic wigc dziwnego, ze
wielu uczonych nazywa ja najpowazniejsza hipoteza wspolczesnej
teorii liczb.
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