Rys. 1. Blad Schiénfliesa: wspolny brzeg tych
dwu obszarow (I i IT) jest sumg dwu fukow
krzywych (A4 i B); okazuje sig, Ze nie zawsze
tak bywa.
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Jeszcze w r. 1908, piszac o wspolnym brzegu dwu obszaréw plaskich (z ktorych jeden jest
ograniczony), Schdnflies uwazal, ze mozna ten brzeg rozlozy¢ na dwa luki krzywe (przez tuk
krzywy rozumiat w tym przypadku kontinuum nie rozcinajace plaszczyzny lub, co na jedno tu
wychodzi, kontinuum rézne od calego brzegu). Byl to biad, ktory sprostowat Brouwer w pracy
\»Zur Analysis Situs” (Mathematische Annalen 68 (1910), 422—434). Przez analysis situs rozumiano
wtedy topologie w klasycznym dla nas teraz zakresie, gdzie bada sig te ,,wlasnosci utworow
geometrycznych, ktére nie znikna, gdy utwory przeksztalcimy w dowolny sposob ciagly

i jednoznaczny, czyli takich, ktore nie znikna po dowolnym wygieciu i rozciagnieciu badz
skurczeniu sie figury (bez rozdarcia i bez zlepienia w jakimkolwiek miejscu)”’, jak o tym pisal
Janiszewski w artykule ,,Topologja”, str. 387—401, tomu I Poradnika dla samoukéw, Warszawa
1915. Rozprawa Schonfliesa uwazana jest dotad za dzielo, ktore nadalo kierunek topologii,
chociaz Brouwer wyliczy! w niej pie¢ bledow (byla mowa o jednym), a o dwu stwierdzeniach
wyrazil si¢ jako o niepewnych.

Konstrukcja Brouwera dwu obszaréw o wspolnym brzegu nie dajacym si¢ rozlozyé na dwa
kontinua rozne od calosci weszta do literatury i do folkloru matematycznego w anegdotycznej
formie jezior Wady (od nazwiska autora pomystu), znanej z pracy Yoneyamy (1917):
,»Wyobrazmy sobie wyspe, na niej jezioro i nastepujacy program budowy kanalow
nawadniajacych. Pierwszego dnia ma by¢ poprowadzony $lepo koriczacy si¢ kanal wychodzacy
z jeziora tak, aby od kazdego miejsca pozostawionego ladu bylo nie dalej niz 1 km do wody

z jeziora (jak na rysunku po lewej; przez L; oznaczone jest zakonczenie kanalu).

Drugiego dnia ma by¢ poprowadzony kanal wychodzacy z morza, koficzacy si¢ lepo

i prowadzony tak diugo, aby od kazdego miejsca pozostawionego ladu bylo nie dalej niz 1/2 km
do wody morskiej (rysunek po prawej; przez S; oznaczone jest zakonczenie kanatu),

Rys. 2, Jeziora Wady; rysunki z pracy Yoneyamy.

Trzeciego dnia ma by¢ przediuzony pierwszy kanal poczynajgc od miejsca L; i ma by¢
prowadzony tak dlugo, aby od kazdego miejsca pozostawionego ladu nie bylo dalej niz 1/3 km
do wody z jeziora.

Postepujac tak w nieskonczonosé, na przemian z woda morska i z jeziora, dojdziemy do tego,
ze Z wyspy pozostanie jedynie pewien podzbidr (domkniety) rzadki i taki, ze dowolnie blisko
kazdego jego punktu bedzie mozna znalezé zarowno wodg morska jak i wodg z jeziora: bedzie
to wspolny brzeg dwu obszaréw, morza i jeziora™.

Nie bylo to dostowne tlumaczenie z Yoneyamy; np. odleglosci nie byly tam mierzone

w kilometrach, W ksiazce Aleksandrowa ,,Kembinatornaja topologia’ kolejne etapy budowy
kanalow maja trwac 1, 1/2, 1/4, ... godziny, przez co praca nie potrwa za dlugo. W ksiazce
Hockinga i Younga ,,Topoelogy™ kanaly budowane w kolejnych dniach maja byé tak waskie,

ze zajma 1/10, 1/100 etc. powierzchni wyspy, przez co pozostaly wspélny brzeg bedzie mial
pole dodatnie; szkoda, ze w sensie Lebesgue’a.

Dowdéd, ze ten wspolny brzeg jest nierozkladalny, tj. Zze nie ma rozkladu na dwa kontinua rézne
od calosci, jest nie do przeprowadzenia, jesli si¢ ma jedynie taki anegdotyczny opis, ktory
zreszta nie jest jednoznaczny. Urysohn w ,,Cantorsche Mannigfaltigkeiten’® (1926) wprost pisze,
ze instrukcja Yoneyamy nie wystarcza dla przeprowadzenia takiego dowodu; mozna np. nie
wykonywa¢ jej w ten idealny sposob, jak to zrobit Brouwer i jak podpowiada najprostsza
wyobraznia (Brouwer, mimo ze dat jednoznaczny opis, nie podal dowodu nierozkladalnosci
swego kontinuum).
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Rys. 3. Pierwsze kroki konstrukeji
Janiszewskiego.

Rozwiazanie zadania M 255. Niech 1000 =
=k+k+1)+ ... +(k+m),

czyli 1000 = %(m-l-l) @k+m), czyli

(m+1) (2k+m) = 2000. Poniewaz
2k+m)—{m+1) = 2k—1, wigc jedna z liczb
m+ 11 2k+m jest parzysta, druga —
nieparzysta. Réwnoczednie 2k+m > m+ 1.
Mamy nastepujace rozklady:

2000 = 2000-1 = 400-5 = 80-25 = 125- 16
Odpowiednie wartosci k i m to:

m=0, k= 1000 (1000 = 1000)
m =4, k =198 (1000 = 198+
+ ... +202)
m = 24, k=28 (1000 = 28+
+ i 4-352)
m = 15, k =55 (1000 = 55+
+ oes +70).

Poprzestarimy na uwagach (poprzestajg na nich réwniez Brouwer i Yoneyama), ze majac wyspe
i na niej dwa jeziora mozna podobnym sposobem otrzymaé wspolny brzeg trzech obszaréw,

i ze podobnie, dla kazdego naturalnego n > 1, mozna zbudowaé wspdlny brzeg n obszaréw,
oraz ze mozna podobnie zbudowa¢ wspolny brzeg nieskoriczenie wielu obszarow.

Prace Kuratowskiego (1924 i 1928) wyjasnily, czym moze by¢ brzeg jezior Wady: jesli jest to
wspolny brzeg trzech obszaréw, to jest to kontinuum nierozkladalne Iub suma dwu kontinuow
nierozkladalnych. Przyklady Knastera (1927) pokazaly, Ze obie mozliwosci si¢ realizuja.
Janiszewski w swojej Tezie (1911) opisal kontinuum nierozktadalne, ktére stanowi esencje
przykiadu Brouwera, Nie rozspaja ono plaszczyzny (w przekladzie na jezyk z pracy Yoneyamy
znaczyloby to, Ze nie ma jeziora na wyspie i prowadzi sie kanaly jedynie z morza).

Aby zbudowac¢ to kontinuum, z kwadratu C, podzielonego na 9 réwnych kwadratow (tak jak
w konstrukcji Peany) usuwamy dwa kwadraty bez brzegu z dohu §rodkowego pionowego pasa
(rys. 3a). Kazdy kwadrat pozostalodci C,, ktéra przypomina wstege, dzielimy znowu na
9 réwnych kwadratow i usuwamy z tej wstegi Srodkowe pasmo kwadratow otwartych
(pasmo o szerokosci 1/9) zaczynajace si¢ na brzegu w lewym dolnym kwadracie wstegi

C, i koriczace si¢ w prawym dolnym kwadracie (ostatnim) tej wstegi, nie dochodzac
wszakze do jej brzegu, tak, ze pozostalo§é Cs jest réwniez wstega (rys. 3b). Te pozostalo§é
rozcinamy podobnie jak przedtem wstege C,; powstaje wstega Cy (rys. 3c).

Otrzymane kolejno wstegi C, daja w przekroju kontinuum,

Dowéd nierozkladalnoéci tego kontinuum da pojecie o innych takich dowodach.

Dla jego przeprowadzenia przyjrzyjmy si¢ podkontinuom réznym od calosci. Dla kazdego
takiego podkontinuum istnieje wstgga C,, a w niej kwadrat wolny od punktéw takiego
podkontinuum; taki kwadrat rozcina wstege C, (na rysunku pokazana jest w formie
rozprostowanej) lub wstgge nastgpna C,.;. Dopehienie takiego kwadratu sklada sig z dwu
czgdei: przekrdj kazdej z nich z kontinuum Janiszewskiego jest wiazka odcinkéw nad
zbiorem Cantora, prostych (jak w cze$ci B na rys, 4), lub zgietych (jak w czeici A).

W obu przypadkach podkontinuum musi byé podzbiorem jednego z odcinkéw wiazki.
Jest wigc rzadkie w calosci.

E_ i e e | Rys, 4, Po usunieciu jednego kwadratu ze
SRR e — ] wstegi Cy kontinuum Janiszewskiego rozpada
sig na dwie wigzki odcinkéw rzadkich w tym

Teraz wida¢, ze kontinuum Janiszewskiego jest nierozkladalne, bo skoro kazde jego

-podkontinuum réine od caloéci jest w nim rzadkie, to nie moze by¢ ono suma dwu takich

podkontinuéw (rzecz jest elementarna: nie ma nic wspolnego z twierdzeniem Baire’a, kidre
m.in. orzeka, Ze przeliczalnie wiele zbioréw rzadkich nie moze daé w sumie calosci,
jesli ta jest zwarta).

L

Jedliby continua nierozkiadalne nie zostaly odkryte jako wspoine brzegi obszaréw na
plaszczyZnie, to zostalyby odkryte przez algebraikéw. Oto ich opis solenoidu, odkrytego
przez Vietorisa (1927) i zbadanego dokladniej przez van Dantziga (1930), kontinuum
nierozkladalnego bedacego jednocze$nie grupa zwarta.

W grupie Cx E, gdzie C jest zbiorem Cantora traktowanym jako grupa liczb 2-adycznych
i gdzie E jest prosta traktowana jako grupa ze zwyklym dodawaniem, rozwazmy podgrupe
G zlozona z elementow (ne, n), gdzie n jest catkowite (e jest jednodcia 2-adyczna). Przez
solenoid rozumiemy grupg ilorazowa (Cx E)/G, w ktérej zbiory otwérte (topologie) okre$la
si¢ przez zbiory otwarte w C i E ogélnie przyjgtym sposobem.

Jest to ten sam solenoid, ktory znamy z opiséw geometrycznych (p. Delta 8/1979). Nic

tu nie jest niedopowiedziane. Opisy algebraiczne sa chlodne, pozbawione kolorytu takiego
jak w opisie jezior Wady. Algebraizuje sie wszakze niewielki zakres geometrii; caly jej interior
pozostaje w istocie nietkniety.

Solenoidu nie da si¢ zbudowaé nie wychodzac z plaszczyzny, ale jego obraz powstaly przez
zlepienie ze soba punktow algebraicznie przeciwnych jest juz splaszczalny: jest homeomorficzny
z kontinuum Janiszewskiego (p. wzmianka w Delcie 8/1979, str. 3, gdzie to kontinuum
bylo opisane w formie danej przez Knastera).

*
W latach 1909—1912 Brouwer oglosit kilka prac, w ktérych dowi6dl, ze homeomorfizm
plaszczyzny nie zmieniajacy jej orientacji i nie majacy punktéw stalych jest (topologicznie)
przesunigciem. Niektore z tych poje¢ na pewno wymagalyby wyjaénien; poprzestanmy
na jednym: przez punkt staly odwzorowania f rozumiemy kazdy punkt p taki, ze f(p) = p.
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Brouwer pomylit si¢ w pierwszym dowodzie. Opierajac si¢ na obalonych pozniej przez
siebie wyobrazeniach Schonfliesa o wspolnych brzegach obszarow, zredukowal dowod

do stwierdzenia (uwazal je za oczywiste), wedlug ktorego homeomorfizm plaszczyzny

nie zmieniajacy jej orientacji i odwzorowujacy na siebie pewne kontinuum nie rozcinajace
plaszczyzny ma w tym kontinuum punkt staly. W drugim, poprawnym, dowodzie dowiodt
po drodze twierdzenia (skromniejszego) orzekajacego, ze homeomorfizm plaszczyzny nie
zmieniajacy jej orientacji i odwzorowujacy na siebie pewien jej podzbidr domkniety (niepusty)
ma punkt staly, niekoniecznie nalezacy do tego podzbioru. Brouwer mial twierdzié¢

w rozmowach (p. komentarz redaktora Collected Works Brouwera na str. 218 tomu II;
wydawnictwo North Holland 1976), ze jego pierwszy dowod powinien daé sie uratowad,
ale sam tego nigdy nie zrobil. =

Duzo poéiniej (1951) Cartwright i Littlewood dowiedli, Ze kazdy homeomorfizm kontinuum
nie rozcinajacego plaszczyzny dajacy sie przedluzyé do homeomorfizmu plaszczyzny nie
zmieniajgcego jej orientacji ma w tym kontinuum punkt staly (Bell (1978) pokazal,

ze zalozenie o orientacji moina pominag¢). O ,,Translationssatz”” malo juz kto wtedy pamigtat.
Punkty stale odwzorowan ciekawily same przez sig. Juz wyniki uzyskane w latach
trzydziestych pozwolily na postawienie hipotezy gloszacej, ze kazde odwzorowanie ciagle
kontinuum (nie rozcinajacego plaszczyzny) w siebie powinno mie¢ punkty stale. Ta hipoteza
nie zostala dotad potwierdzona nawet dla homeomorfizméw. Jak dotad wynikiem

najdalej idacym w jej kierunku jest nastgpujgce twierdzenie, ktorego dowiedli niezaleznie

od siebie Bell, Iliadis i Sieklucki (1967; Iliadis 1970): jesli f jest odwzorowaniem cigglym
odwzorowujacym w siebie kontinuum nie rozcinajace plaszczyzny i nie majacym punktow
statych, to brzeg tego kontinuum zawiera kontinuum nierozkladalne niejednopunktowe C
takie, ze f(C) = C. Przeszkoda dla potwierdzenia hipotezy sa wigc juz tylko kontinua
nierozkladalne zawarte w brzegach kontinuéw nie rozcinajacych plaszczyzny, np. brzegi
kanaléw Wady. Kontinua, ktore tak jak kontinuum Janiszewskiego sa przekrojami wsteg,
nie s3 przeszkoda: na nich odwzorowania ciagle majg zawsze punkty stale.

Bledy Schonfliesa i Brouwera przy$pieszyly rozwdj calego dzialu topologii; tego, w ktorym
p6zniej topologia w Polsce przezywala swoje zlote lata. Brzmi to jak przyznawanie blgdom,
a przynajmniej niektorym, roli twoérczej. Co§ moze w tym jest, ale w duzej mierze tolerancja
ta moze byé wynikiem tego, ze bledy sa dawne i nie nasze.

*

Opisane zagadnienia pojawily si¢ na obrzezu analizy: wspolne brzegi obszaréw w teorii
funkcji analitycznych, a punkty stale w teorii rownan rozniczkowych, gdzie homeomorfizmy
plaszczyzny pojawiaja si¢ w naturalny sposob przy rozpatrywaniu ukladéw réownan .
dx/df = u(x, y), dy/dt = v(x, ), dajac punkt wyjscia dla calej dyscypliny matematycznej,
topologii dynamicznej, Mimo tego rodowodu, nie mozna stlumi¢ watpliwosci co do realnosci
tak osobliwych zjawisk. Zastanowmy sig nad tym.

Interior geometryczny plaszczyzny, jak wszystko w matematyce (nawet liczby i figury, ktore
wrosly w nia przed tysiacami lat), istnieje na mocy przyjetych konwencji. Nalezy do nich
od ponad stu lat konwencja ciaglodci zbioru liczb rzeczywistych utoZsamianego z prosta.
Chociaz ta konwencja przystaje do wielu zjawisk przyrody i odpowiada naszym
usposobieniom tak, ze gotowismy ja nieraz przyjac za naturg rzeczy, to ta natura rzeczy

na pewno nie jest az tak idealna. Matematycy-konstruktywisci odrzucaja pelna konwencjg
cigglosci: poszerzajac zbior liczb wymiernych, zapewniaja byt liczbom takim jak y/i, eim,
ale nie dopuszczaja do istnienia liczb rzeczywistych, ktore nie sa granicami ciqgow
dajacych sie okreslié, np. rekurencyjnie. Prowadzi to do zanegowania istnienia wielu
punktéw rowniez i na konwencjonalnej (ciaglosciowej) plaszezyZnie, a w rezultacie i wielu
podzbioréw tej plaszczyzny, m.in. kontinuéw nierozkladalnych.

Ale to wlasnie odkrywca kontinudéw nierozkiadalnych, L. E. J. Brouwer (1881—1966), tworca
intuicjonizmu, byl prekursorem konstruktywizmu. W serii prac (pierwsza z r. 1918) ratowat
topologie kierunku Schonfliesa przed naporem wlasnych watpliwosci, nie piszac jednak
(wedlug wiedzy autora artykulu) bezposrednio nic o kontinuach nierozkiadalnych; moze

nie zdazyl, a moze nie musial sig¢ broni¢?

W matematyce bada si¢ bezposrednio éwiat jej konwencji. Mimo to nie zapomina sig

o realnodci, dla ktorej poznania te konwencje zostaly powolane. Jesli do tej samej realnosci
zastosujemy inne konwencje, to powinni$my te realno$¢ zobaczy¢ inaczej, co jedynie

nasza wiedze o niej moze wzbogaci¢. Nigdy nie znajdziemy si¢ w krainie jezior Wady,
ktora jest tworem konwencji matematycznej. Ale mozemy si¢ znaleZ¢ na wyspie, opracowac
program budowy kanaléw wedlug wskazowek Yoneyamy, a potem wypeinia¢ ten program
dzieri po dniu; mozemy uzyé do tego odpowiednio zaprogramowanego automatu. Wtedy,
juz nawet nie jako konstruktywisci, zrozumiemy, Ze jeziora Wady istnieja nie tylko w naszej
wyobrazni.

¥



