
Rys. 1. Blad Schonfliesa: wspólny brzeg tych

dwu obszarów (Ii II) jest suma dwu luków

krzywych (A i li); okazuje sie, ze nie zawsze

tak bywa.

Z, geometrii. glebokiego interioru:
kontinua nierozkladalne

Pro! dr Jerzy MIODUSZEWSKI
Jeszcze w r. 1908, piszac o wspólnym brzegu dwu obszarów plaskich (z których jeden jest
ograniczony), Schonf1ies uwazal, ze mozna ten brzeg rozlozyc na dwa luki krzywe (przez luk
krzywy rozumial w tym przypadku kontinuum nie rozcinajace plaszczyzny lub, co na jedno tu
wychodzi, kontinuum rózne od calego brzegu). Byl to blad, który sprostowal Brouwer w pracy
"Zur Analysis SitlIs" (Mathematische Annalen 68 (1910),422-434). Przezanalysis situsrozumiano
wtedy topologie w klasycznym dla nas teraz zakresie, gdzie bada sie te "wlasnosci utworów

geometrycznych, które nie znikna, gdy utwory przeksztalcimy w dowolny sposób ciagly
i jednoznaczny, czyli takich, które nie znikna po dowolnym wygieciu i rozciagnieciu badz
skurczeniu sie figury (bez rozd~rcia i bez zlepienia w jakimkolwiek miejscu)", jak o tym pisal

Janiszewski w artykule"Topologja", str. 387-401, tomu I Porad~ika dla samouków, Warszawa
1915. Rozprawa Schonf1iesa uwazana jest dotad za dzielo, które nadalo kierunek topologii,
chociaz Brouwer wyliczyl w niej piec bledów (byla mowa o jednym), a o dwu stwierdzeniach
wyrazil sie jako o niepewnych.

Konstrukcja Brouwera dwu obszarów o wspólnym brzegu nie dajacym sie rozlozyc na dwa
kontinua rózne od calosci weszla do literatury i do folkloru matematycznego w anegdotycznej
formie jezior Wady (od nazwiska autora pomyslu):znanej z pracy Yoneyamy (1917):
"Wyobrazmy sobie wyspe, na niej jezioro i nastepujacy program budowy kanalów
nawadniajacych. Pierwszego dnia ma byc poprowadzony slepo konczacy sie kanal wychodzacy

z jeziora tak, aby od kazdego miejsca pozostawionego ladu bylo nie dalej niz 1 km do wody
z jeziora (jak na rysunku po lewej; przezL, oznaczone jest zakonczenie kanalu).

Drugiego dnia ma byc poprowadzony kanal wychodzacy z morza, konczacy sie slepo
i prowadzony tak·dlugo, aby od kazdego miejsca pozostawionego ladu bylo nie dalej niz 1/2 km
do wody morskiej (rysunek po prawej; przez Sz oznaczone jest zakol)czenie kanalu).

Rys. l. Jeziora \-,"ady; rysunki z pracy Yoneyamy.

Trzeciego dnia ma byc przedluzony pierwszy kanal poczynajac od miejscaLI i ma byc
prowadzony tak dlugo, aby od ~azdego miejsca pozostawionego ladu nie bylo dalej niz 1/3 km
do wody z jeziora.
Postepujac tak w nieskonczonosc, na przemian z woda morska i z jeziora, dojdziemy do tego,
ze z wyspy pozostanie jedynie pewien podzbiór (domkniety) rzadki i taki, ze dowolnie blisko
kazdego jego punktu bedzie mozna znalezc zarówno wode morska jak i wode z jeziora: bedzie
to wspólny brzeg dwu obszarów, morza i jeziora". '
Nie bylo to doslowne tlumaczenie z Yoneyamy; np. odleglosci nie byly tam mierzone
w kilometrach. W ksiazce Aleksandrowa"Kombinatornaja topologia" kolejne etapy budowy
kanalów maja trwac I, 1/2, 1/4, ... godziny, przez co praca nie potrwa za dlugo. W ksiazce
Hockinga i Younga "Topology" kanaly budowane w kolejnych dniach maja byc tak waskie,
ze zajma l/lO, 1/100 etc. powierzchni wyspy, przez co pozostaly wspólny brzeg bedzie mial
pole dodatnie; szkoda, ze w sensie Lebesgue'a.
Dowód, ze ten wspólny brzeg jest nierozkladalny, tj. ze nie ma rozkladu na dwa kontinua rózne
od calosci, jest nie do przeprowadzenia, jesli sie ma jedynie taki anegdotyczny opis, który
zreszta nie jest jednoznaczny. Urysohn w"Cantorsche Mannigfa/tigkeiten" (1926) wprost pisze,
ze instrukcja Yoneyamynie wystarcza dla przeprowadzenia takiego dowodu; mozna np. nie
wykonywac jej w ten idealny sposób, jak to zrobil Brouwer i jak podpowiada naj prostsza

wyobraznia (Brouwer, mimo ze dal jednoznaczny opis, nie podal dowodu nierozkladalnosci
swego kontinuum).
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Poprzestanmy na uwagach (poprzestaja na nich równiez Brouweri Yoneyama), ze majac wyspe
i na niej dwa jeziora mozna podobnym sposobem otrzymac wspólny brzeg trzech obszarów,
i ze podobnie, dla kazdego naturalnegon ;;;. l, mozna zbudowac wspólny brzegn obszarów,

oraz ze mozna podobnie zbudowac wspólny brzeg nieskonczenie wielu obszarów.
Prace Kuratowskiego (1924 i 1928) wyjasnily, czym moze byc brzeg jezior Wady: jesli jest to
wspólny brzeg trzech obszarów, to jest to kontinuum nierozkladalne lub suma dwu kontinuów

nierozkladlllnych. Przyklady Knastera (1927) pokazaly, ze obie mozliwosci sie realizuja.
Janiszewski w swojej Tezie (1911) opisal kontinuum nierozkladalne, które stanowi esencje
przykladu Brouwera. Nie rozspaja ono plaszczyzny (w przekladzie na jezyk z pracy Yoneyamy
znaczyloby to, ze nie ma jeziora na wyspie i prowadzi sie kanaly jedynie z morza).
Aby zblldowac to kontinuum, z kwadratu CI podzielonego na 9 równych kwadratów (tak jak
w konstrukcji Peany) usuwamy dwa kwadraty bez brzegu z dolu srodkowego pionowego pasa
(rys. 3a). Kazdy kwadrat pozostalosciCz, która przypomina wstege, dzielimy znowu na
9 równych kwadratów i usuwamy z tej wstegi srodkowe pasmo kwadratów otwartych
(pasmo o szerokosci 1/9) zaczynajace sie na brzegu w lewym dolnym kwadracie wstegi
Cz i konczace sie w prawym dolnym kwadracie (ostatnim) tej wstegi, nie dochodzac
wszakze do jej brzegu, tak, ze pozostaloscC3 jest równiez wstega (rys. 3b). Te pozostalosc
rozcinamy podobnie jak przedtem wstegeCz; powstaje wstegaC4 (rys. 3c).
Otrzymane kolejno wstegiCn daja w przekroju kontinuum.

Dowód nierozkladalnosci tego kontinuum da pojecie o innych takich dowodach.
Dla jego przeprowadzenia przyjrzyjmy sie podkontinuom róznym od calosci. Dla kazdego
takiego podkontinuum istnieje wstegaCn, a w niej kwadrat wolny od punktów takiego
podkontinuum; taki kwadrat rozcina wstegeCn (na rysunku pokazana jest w formie
rozprostowanej) lub wstege nastepnaCn+ l. Dopelnienie takiego kwadratu sklada sie z dwu
czesci: przekrój kazdej z nich z kontinuum Janiszewskiego jest wiazka odcinków nad
zbiorem Cantora, prostych Uak w czesciB na rys. 4), lub zgietych Uak w czesci A).
W obu przypadkach podkontinuum musi byc podzbiorem jednego z odcinków wiazki.
Jest wiec rzadkie w calosci.
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Rys. 4. Po usunieciu jednego kwadratu ze
wstegi Cn kontinuum Janiszewskiego rozpada
sie na dwie wiazki odcinków rzadkich w tym
kontinuum.
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Rys. 3. Pierwsze kroki konstrukcji
Janiszewskiego.

--
Rozwiazanie zadania M 255. Niech 1000=
= k+(k+l)+ ... +(k+m),

czyli 1000= 4 (m+ l) (2k+m), czyli
(m+ l) (2k+m) = 2000. Poniewaz
(2k+m)- (m+ l) ;" 2k-I, wiec jedna z liczb
m + 1 i 2k + m jest parzysta, druga-
nieparzysta. Równoczesnie2k+m > m+ l.
Mamy nastepujace rozklady:
2000 = 2000· I = 400· S = 80· 2S = 12S' 16
Odpowiednie wartoscik i m to:

m = O, k = 1000 (1000= 1000)
m = 4, k = 198 (1000= 198+

+ ... +202)
m = 24, k = 28 (1000 = 28+

+ ... +S2)
m = IS, k = SS (1000 = SS+

+ ... +70).

Teraz widac, ze kontinuum Janiszewskiego jest nierozkladalne, bo skoro kazde jego
.podkontinuum rózne od calosci jest w nim rzadkie, to nie moze byc ono suma dwu takich
podkontinuów-(rzecz jest elementarna: nie ma nic wspólnego z twierdzeniem Baire'a, które
m.in. orzeka, ze przeliczalnie wiele zbiorów rzadkich nie moze dac w sumie calosci,
jesli ta jest zwarta) .

•
Jesliby continua nierozkladalne nie zostaly odkryte jako wspólne brzegi obszarów na
plaszczyznie, to zostalyby odkryte przez algebraików. Oto ich opis solenoidu, odkrytego
przez Vietorisa (1927) i zbadanego dokladniej przez van Dantziga (1930), kontinuum
nierozkladalnego bedacego jednoczesnie grupa zwarta.

W grupie C xE, gdzie C jest zbiorem Cantora traktowanym jako grupa liczb 2-adycznych
i gdzie E jest prosta traktowana jako grupa ze zwyklym dodawaniem, rozwazmy podgrupe
G zlozona z elementów (ne,n), gdzie n jest calkowite (e jest jednoscia 2-adyczna). Przez
solenoid rozumiemy grupe ilorazowa(Cx E)/G, w której zbiory otwarte (topologie) okresla
sie przez zbiory otwarte w C iE ogólnie przyjetym sposobem.

Jest to ten sam solenoid, który znamy z opisów geometrycznych (p. Delta 8/1979). Nic
tu nie jest niedopowiedziane. Opisy algebraiczne sa chlodne, pozbawione kolorytu takiego
jak w opisie jezior Wady. Algebraizuje 'sie wszakze niewielki zakres geometrii: caly jej interior
pozostaje w istocie nietkniety.

Solenoidu nie da sie zbudowac nie wychodzac z plaszczyzny, ale jego obraz powstaly przez
zlepienie ze soba punktów algebraicznie przeciwnych jest juz splaszczalny : jest homeomorficzny
z kontinuum Janiszewskiego (p. wzmianka w Delcie 8/1979. str. 3, gdzie to kontinuum

bylo opisane w formie danej przez Kna~tera).
•

W latach 1909-1912 Brouwer oglosil kilka prac, w których dowiódl, ze homeomorfizm

plaszczyzny nie zmieniajacy jej orientacji i nie majacy'punktów stalych jest (topologicznie)
przesunieciem. Niektóre z tych pojec na pewno wymagalyby wyjasnien; poprzestanmy
na jednym: przez punkt staly odwzorowaniaf rozumiemy kazdy punktp taki, ze f(P) = p.
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, Rozwiazanie zadania F 91- Dokonajmy

jakosciowej analizy zjawisk zachodzacych
w obwodzie w trakcie 'procesu przejsciowego.
Podczas zetkniecia przelacznika z

z zaciskiem l odbywa sie ladowanie

kondensatora, w drugim przypadku -

rozladowywanie. W ogólnosci procesy te
opisywane sa zaleznosciami wykladniczymi.
Kiedy jednak zmiany ladunku podczas
ladowania i rozladowywania sa nie~ielkic

napiecie na kondensatorze zmieniaSIC

w czasie kazdego zwarcia liniowo, a natezenie

pradu jest stale. Podczas kolejnych cykli:
ladowanie-rozladowywanie, przyrosty napiec

maleja, ubytki zas wzrastaja (dlaczego?).
Nalezy wiec oczekiwac, iz po odpowiednio

duzej ilosci cykli wystapi stan ustalony, w

którym napiecie na kondensatorze (a wraz
z nim i ladunek) drgac bedzie

piloksztaltnie z niewielka amplituda. Srednia
wartosc funkcji opisujacej drgania ladunku

jest poszukiwana odpowiedzia do zadania.
Napiecie srednie, przy ustalonej sile
elektromatoryczneJ E, powinno zalezec od
stosunku opornosci R1IR] i,lezec w
przedziale (0,E). Wyniki przedstawionej

analizy obrazuje pogladowo rysunek.

Brouwer pomylil sie w pierwszym dowodzie. Opierajac sie na obalonych pOzmeJ przez
siebie wyobrazeniach SchonfIiesa o wspólnych brzegach obszarów, zredukowal dowód
do stwierdzenia (uwazal je za oczywiste), wedlug którego homeomorfizm plaszczyzny
nie zmieniajacy jej orientacji i odwzorowujacy na siebie pewne kontinuum nie rozcinajace
plaszczyzny ma w tym kontinuum punkt staly. W drugim, poprawnym, dowodzie dowiódl

po drodze twierdzenia (skromniejszego) orzekajacego, ze homeomorfizm plaszczyzny nie
zmieniajacy jej orientacji i odwzorowujacy na siebie pewien jej podzbiór domkniety (niepusty)
ma punkt staly, niekoniecznie nalezacy do tego podzbioru. Brouwer mial twierdzic
w rozmowach (p. komentarz redaktoraCollected WorksBrouwera na str. 218 tomu II;
wydawnictwo North Rolland 1976), ze jego pierwszy dowód powinien dac sie uratowac,
ale sam tego nigdy nie zrobil. -

Duzo pózniej (1951) Cartwright i Littlewood dowiedli, ze kazdy homeomorfizm kontinuum

nie rozcinajacego plaszczyzny dajacy sie przedluzyc do homeomorfizmu plaszczyzny nie
zmieniajacego jej orientacji ma w tym kontinuum punkt staly (Bell (1978) pokazal,
ze zalozenie o orientacji mozna pominac). O "Translationssatz" malo juz kto wtedy pamietal.
Punkty stale odwzorowan ciekawily same przez sie. Juz wyniki uzyskane w latach
trzydziestych pozwolily na postawienie hipotezy gloszacej, ze kazde' odwzorowanie ciagle

kontinuum (nie rozcinajacego plaszczyzny) w siebie powinno miec punkty stale. Ta hipoteza
nie zostala dotad potwierdzqna nawet dla homeomorfizmów. Jak dotad wynikiem
naj dalej idacym w jej kierunku jest nastepujace twierdzenie, którego dowiedli niezaleznie

od siebie Bell, Iliadis i Sieklucki (1967; Iliadis 1970): jeslif jest odwzorowaniem ciaglym
odwzorowujacym ~w siebie kontinuum nie rozcinajace plaszczyzny i nie majacym punktów
stalych, to brzeg tego kontinuum zawiera kontinuum nierozkladalne niejednopunktowe C
takie, zef(C) = C. Przeszkoda dla potwierdzenia hipotezy sa wiec juz tylko kontinua
nierozkladalne zawarte w brzegach -kontinuów nie rozcinajacych plaszczyzny, np. brzegi
kanalów Wady. Kontinua, które tak jak kontinuum Janiszewskiego sa przekrojami wsteg,
nie sa przeszkoda: na nich odwzorowania ciagle maja zawsze punkty stale.
Bledy SchonfIiesa i Brouwera przyspieszyly rozwój calego dzialu topologii; tego, w którym
pózniej topologia w Polsce przezywala swoje zlote lata. Brzmi to jak przyznawanie bledom,
a przynajmniej niektórym, roli twórczej. Cos moze w tym jest, ale w duzej mierze tolerancja
ta moze byc wynikiem tego, ze bledy sa dawne i nie nasze.

•

Opisane zagadnienia pojawily sie na obrzezu analizy: wspólne brzegi obszarów w teorii
funkcji analitycznych, a punkty stale w teorii równan rózniczkowych, gdzie homeomorfizmy
plaszczyzny pojawiaja sie w naturalny sposób przy rozpatrywaniu ukladów równan
dx/dt = u(x,y), dy/dt = v(x,y), dajac punkt wyjscia dla calej dyscypliny matematycznej,
topologii dynamicznej. Mimo tego rodowodu, nie mozna stlumic watpliwosci co do realnosci
tak osobliwych zjawisk. Zastanówmy sie nad tym.

Ale to wlasnie odkrywca kontinuów nierozkladalnych, L. E. J. Brouwer (1881-1966), twórca
intuicjonizmu, byl prekursorem konstruktywizmu. W serii prac (pierwszai r. 1918) ratowal
topologie kierunku SchonfIiesa przed naporem wlasnych watpliwosci, nie, piszac jednak
(wedlug wiedzy autora artykulu) bezposrednio nic o kontinuach nierozkladalnych; moze
nie zdazyl, a moze nie musial sie bronic?

Interior geometryczny plaszczyzny, jak wszystko w matematyce (nawet liczby i figury, które
wrosly w nia przed tysiacami lat), istnieje na mocy przyjetych konwencji. Nalezy do nich
od ponad stu lat konwencja ciaglosci zbioru liczb rzeczywistych utozsamianego z prosta·
ChOciaz ta konwencja przystaje do wielu zjawisk przyrody i odpowiada naszym
usposobieniom tak, ze gotowismy ja nieraz przyjac za nature rzeczy, to ta natura rzeczy
na pewno nie jest az tak idealna. Matematycy-konstruktywisci odrzucaja pelna konwencje
ciaglosci: poszerzajac zbiór liczb wymiernycn, zapewniaja byt liczbom takim jakVi, e i n,
ale nie dopuszczaja do istnienia liczb rzeczywistych, które nie sa granicami ciagów
dajacych sie okreslic, np. rekurencyjnie. Prowadzi to do zanegowania istnienia wielu
punktów równiez i na konwencjonalnej (ciaglosciowej) plaszczyznie, a w rezultacie i wielu
podzbiorów tej plaszczyzny, m.in. kontinuów nierozkladalnych.

W matematyce bada sie bezposrednio swiat jej konwencji. Mimo to nie zapomina sie
o realnosci, dla której poznania te konwencje zostaly powolane. Jesli do tej samej realnosci
zastosujemy inne konwencje, to powinnismy te realnosc zobaczyc inaczej, co jedynie
nasza wiedze o niej moze wzbogacic. Nigdy nie znajdziemy sie w krainie jezior Wady,
która jest tworem konwencji matematycznej. Ale mozemy sie znalezc na wyspie, opracowac
program budowy kanalów wedlug wskazówek Yoneyamy, a potem wypelniac ten program
dzien po dniu; mozemy uzyc do tego odpowiednio zaprogramowanego automatu. Wtedy,
juz nawet nie jako konstruktywisci, zrozumiemy, ze jeziora Wady istnieja nie tylko w naszej
wyobrazni.
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Zauwazmy. ze wskutek zalozonej róv..nosci
czasów ladowania i rozladowywania srednie

prady plynace w stanie uSlalonym prxez

kazda z galezi obwodu sa równe. Mamy

wiec sytuacje,4'w której dzieki kondensatorowi
w obwodzie Et Rl' R2 plynie prad, z tym ze

przez rózne elementy przeplyw nastepuje
niejednoczesnie. Nie przeszkadza to, aby
uznac srednie napiecie na kondensatorze za

równe napieciu na R2 w obwodzie
powstalym przez zwarcie ze soba zacisków
l i 2. Mozna je lalwo znalezc z praw Ohma:

R,'
Ul, = -- -E.R,+R,

Przyjmujac, ze srednie napiecie na

kondensatorze Usr = U 2, ze wz~ru na

ppjemnosc kondensatora otrzymujemy

ostateczna odpowiedz:

Qsr ~ _R,-- CE.R,+R,
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