Niech Q bedzie krzywa stopnia drugiego, polozona w pewnej plaszczyznie H. Stozkiem

o wierzchotku p ¢ Hnazywamy zbiér wszystkich prostych przechodzacych przez p

i przecinajacych Q. W szczegdlnosci Q moze by¢ parag prostych przecinajacych si¢ lub
rownoleglych, a p — punktem w nieskoniczono$ci. Wtedy stozek sklada si¢ z dwu plaszczyzn
przecinajacych si¢ albo réownoleglych.

Przez stozek dualny bedziemy rozumie¢ zbior wszystkich plaszezyzn stycznych do pewnej
krzywej plaskiej drugiego stopnia, przechodzacych przez ustalony punkt nie nalezacy do tej
plaszczyzny. Sze$¢ prostych [, I3, 13, 14, Is, Is nazwiemy wspolstozkowymi, gdy sa rownolegle
do tworzacych pewnego stozka. Analogicznie sze$¢ plaszczyzn nazwiemy wspolstozkowynu
kiedy sa rownolegle do plaszczyzn pewnego stozka dualnego.

Twierdzenie 1. Proste /;, /5, I3, la, Is, ls 0 wektorach kierunkowych (a;x, a1y, a14), ...

Skt disoy, ktbra vzyekala I nagroda oa ---» (a@6x, asy, s:) 52 wspolstozkowe wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik
konkursie prac maturalnych z matematyki
w 1980 roku. aty aiy ais zalxﬂu 201131: 2a;:a,x

ai. ady ai. Zas,as, 2“6:“6: 2a6:a6x
jest rowny zeru.
Dowéd. Mozemy zalozy¢, ze proste [y, ..., Is sa rownolegle do tworzacych stozka I, ktérego
wierzchotkiem jest (0, 0, 0). Zatem na I' leza proste x; = tay, ¥y = tayy, z; = tas, gdzie t
jest parametrem. Napiszmy réwnanie stozka I' w postaci

(1) Ax*+ By*+ Cz*+2Dxy+2Eyz+2Fzx = 0.
Podstawiajac, mamy dla j= 1,2, 3,4, 5, 6,:
) t*(Aa}.+ Ba},+ Ca}.+2Daja5 4 2Eayyap+2Faa;) = 0.

Traktujgc to jako réownanie jednorodne z niewiadomymi 4, B, C, D, E, F doslajemy, ze
wymieniony w tezie wyznacznik jest rowny zeru. Na odwrot, jezeli wyznacznik jest réwny
zeru, to uklad (2) ma rozwiazania niezerowe i proste /y, ..., ls sa réwnolegle do tworzacych
stozka opisanego przez réwnanie (1).

W bardzo podobny sposéb dowodzi sie nastepujace

Twierdzenie 2. Plaszczyzny m;, 75, 73, 74, s, s 0 wekiorach normalnych (a,x, a1y, @11), ...
.y (@sx, G5y, 6:) 53 wspllstozkowe wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik z twierdzenia 1

jest rowny zeru.

Twierdzenie 3. Niech przeksztaicenie afiniczne T przeksztalca 6 niewspolstozkowych
plaszczyzn na 6 innych tak, Ze pola na nich nie ulegaja zmianie. Wowczas T jest izometria.
Dowéd (szkic). Mozemy zalozy¢, ze punkt 0 = (0, 0, 0) jest wsp6lnym punktem wszystkich
szefciu plaszczyzn m,, ..., ms. Skladajac z T jednokladno$é J2'* i ewentualnie translacie R
otrzymamy przeksztalcenie 77 = J3'* o R o T ktére zachowuje O a nie zmienia odleglosci

plaszczyzn réwnoleglych do ny, ..., 6. Niech T ma przedstawienie
X' = axxtayytasz
= b=x+b,y+bsz

2’ = cxx+eyytesz.

Z warunku zachowywania odleglosci plaszczyzn roéwnoleglych do danych wynika, Ze macierz
utworzona ze wspOlezynnikéw a.x, ..., c;z jest ortogonalna. Wynika stad, ze T jest izometria.
Przyklad. Rozpatrzmy ostrostup prawidlowy o podstawie bedacej szeSciokgtem foremnym
oraz przeksztalcenie afiniczne S, ktére na plaszczyZnie podstawy ostrostupa jest
jednokiadnoscia o $rodku w $rodku szesciokgta i wspolczynniku 1/2, zaé na prostej
zawierajacej wysoko$¢ ostrostupa jest jednokladnoscia o tym samym $rodku i wspolczynniku 2.
Przeksztalcenie to zachowuje pola na wszystkich szedciu plaszczyznach w ktérych lezg
§ciany ostrostupa, ale nie jest izometria.
Z twierdzenia 3 wynika kilka wnioskow.
Whiosek 1. Ponumerujmy w czworoscianie 4BCD krawedzie liczbami 1, 2, 3, 4, 5, 6

m i niech S, oznacza pole trojkata zbudowanego na i-tej krawedzi i wierzcholtku bgdacym

: $rodkiem krawcdzi' przeciwleglej do i-tej. Niech S{ maja podobne znaczenie w czworoscianie

A'B'C'D'E'F’. Woéwczas ABCD jest podobny do A'B'C'D’'E'F’ wtedy i tylko wtedy gdy
S8 BN S8 = S{tSL:SI8l-8l:8L
Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze plaszczyzny w ktorych leig opisane trojkaty nie sa
wspOlstozkowe.

Whiosek 2, Przeksztalcenie afiniczne T jest podobienstwem, gdy przeksztalca pewna sfere

Py na sferg.

n Whiosek 3. Elipsoida jest sfera wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 6 plaszczyzn
e wspolstozkowych, przechodzacych przez jej §rodek i wycinajacych z niej przekroje o réwnych
B« polach.
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