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Gdzie zbudowac sklen, czvli o pewnym problemie Fermat:

Planowana jest budowa sklepu spozywczego S, ktory zaopatrywany bedzie przez
piekarni¢ P, mleczarni¢ M i browar B. Gdzie nalezy zbudowa¢ sklep, by
samochody dostawcze zaopatrujace go w pieczywo, mleko i piwo pokonywaly
w sumie najmniejsze odlegtosci?

Pytanie to postawit francuski matematyk Fermat wloskiemu fizykowi
Torricellemu w nastgpujacej wersji geometrycznej: majac dany trojkat znalezé
punkt, ktérego suma odleglosci od wierzcholkéw tego tréjkata jest najmniejsza.
Torricelli rozwigzat to zadanie kilkoma sposobami. Najprostszy z nich opiera sig
na nastgpujacym twierdzeniu Vivianiego.

Suma trzech odleglosci dowolnego punktu plaszczyzny od bokéw danego trojkata
rownobocznego nie zalezy od polozenia tego punktu.

Uwaga: odleglos¢ punktu O od boku tréjkata uznajemy za dodatnia, o ile punkt
i trojkat lezg w tej samej pélplaszczyznie wyznaczonej przez prostg /

zawierajaca ten bok, a ujemna w przeciwnym przypadku. Warto$¢ bezwzgledng
tej odleglosci przyjmujemy za réwng odleglosci punktu O od prostej /.

Dowéd:
Niech 4 XYZ bedzie réwnoboczny, g niech oznacza dlugo$c j jego boku, J — pole,

a x, y, z odpowiednio odleglosci danego punktu O od bokéw YZ, ZX, XY.
Wéwezas

1
% gx+ % gy+ S J  (uwzglgdniamy znakil).
Zatem
2J :
x+y+z = ?, co konczy dowad.

Niech teraz APM B bedzie tréjkatem wyznaczonym przez piekarnig, mleczarnig
i browar. Wybierzmy punkt S tak, by proste prostopadle do odcinkéw SP, SM,
SB odpowiednio w punktach P, M, B wyznaczaly trojkat rownoboczny XYZ.
Niech S’ # S bedzie jakimkolwiek innym punktem. Wéwczas, jesli S'P’, §'M’,
S’'B’ sg prostopadlymi opuszczonymi odpowiednio na boki trojkata XYZ, to
mamy S'P’' < §'P, M’ < S'M, S'B' < §'B, gdzie jedna przynajmniej
nierownos¢ musi by¢ ostra. Zatem S'P'+S'M'+S'B' < S'P+

+ §’M + S§’B. Jednakze stosujac twierdzenie Vivianiego do AXYZ otrzymujemy
SP+SM+SB < S'P'+S8'"M'+S'B’, przy czym, poniewaz S jest wewngtrz
trojkata XYZ, znak = zachodzi, gdy S’ jest réwniez wewnatrz tego trojkata,

a <, gdy jest on na zewnatrz. Ostatecznie mamy wigc

SP+SM+SB < S'P+S'"M+ S'B, co dowodzi, ze S jest poszukiwanym
punktem.

Z konstrukcp wynika, Zze S jest punktem przecigcia tukéw kotowych o cigciwach

PM, MB, BP i chle rozwarcia 120", Taki punkt istnieje, o ile wszystkle katy
APMB sa mniejsze niz 120°. O ile jeden z nich, np, ¥ PBM > 120°, wowczas
poszukiwanym punktem S jest B,

Dowdd:
Wystarczy wykazac, ze PB4+ MB < PU+ MU+ BU dla dowolnego U. Oznaczmy
y= ¥ PBM,¢p = ¥« PBU, yw= ¥ MBU.

Niech F bedzie rzutem punktu U na prosta zawierajacg PB, a G — rzutem
punktu U na prosta zawierajaca BM. Wowczas, jesli x, y sa odpowiednio
odleglosciami Bod Fi G, to

x = BU-cosg, y = BU-cosy

(przy czym, jesli ktorys z cosinuséw jest ujemny, to odpowiednia odleglodé
traktujemy jako liczbg ujemna).

Otrzymujemy PB = PF+x, MB = MG+ y, czyli P.B+ MB = PF+ MG+Xx+y.
Z drugiej strony

™* x+y = BU-cosp+BU - cosy = BU(cosp+cosy) =

" ‘ e+y Y-
= 2BU - cos 3 cos 5 -




Jeden z powyzszych cosinuséw ma wartosé cos - (ktéry z nich — to zalety od
tego, czy U lezy wewnatrz, czy na zewnatrz « MBP), ale poniewaz y > 120°,

1
WIgC cos % 5 . Zatem maksymalna warto$¢ wyrazenia (*) to BU.
Otrzymujemy
S PB+MB < PF+ MG+ BU.

Poniewaz jednak przyprostokatne PF i GM tréjkatow prostokatnych APFU
i AMGU sg krétsze niz ich przeciwprostokatne PU i MU, wigc ostatecznie
otrzymujemy:

PB+MB < PU+ MU+ BU.
Oznacza to, ze w rozwazanym przypadku poszukiwany punkt S rowny jest B,

czyli ze sklep nalezy wybudowaé w obregbie browaru. Ma to te dodatkowa zalete,
ze zapewnia regularna dostawe $wiezego piwa.

N e Mgr Andrzej PELC
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/,a"n o N . /f( = ;';)Us'.rﬁd‘ w tk:;y kon 1 na bdrdznej zn@nym Wzorem jest gwiazdozbior Wielkiej
\,/ ; B la ﬁieﬁ{g}tfiedzfc WI t%myywlu kulturach gwiazdozbior ten byl zwiazany
7 \\ / ey ;’ z niedfwiedziem, mlm/odé niektérym Gsobom trudno dopayﬁyc sie podobiefistwa tego
N O Ry wladLLsmdmlu-ngazd do jak:egokolwu;k zZwierzecia, mozé z wyjatkiem kaczki. Niektore
7 /\/ o .," cywilizacje urmeécﬂj( w tym m]ejs}q Wbz, inne czerpak/lub chochle.
/: ] d Kiedy ludzie uswiadgmili sobie,. 7675 gw:azdy tworzace ,plqkne wzory na niebie w rzeczywistosci
% / el & _; nie madja najczesciej hic }ﬂebq wspujnego i t\\;oria jedynie przypadkowe (jak
Ny ;oo ~ —awka skopic) uklddy, trudno bylo Ywie }yc 7e ta antyregula dotyczy takze tak
= (x | charakgerystycznych gwiazdozbiorow, jak«Orion czy Wiclka NiedZwiedzica. 1 o dziwo,
S / po dokiadnym wyznacz?mu od]c/glosc’l i tzw, ruchow wilasnych poszczegdlnych skladnikow,
R \j‘ okazalo sie, ze w:qkszoég_,gwnﬁd tworzacych te gwiazdozbiory jest ze sobg w pewien sposob

— —.zwigzaba. _ . — -

Juz w 1869 roku R. A. Proctor stwierdzil, ze 5 ,,Srodkowych’ gwiazd Wielkiej Niedzwiedzicy
porusza si¢ razem w jednym kierunku. Od tego czasu zidentyfikowano wiele kolejnych
skfadnikow tej grupy. Jest to najblizsza znana nam gromada gwiazd, prawie dwa razy
blizsza niz Hiady w Byku (Pafrz w niebo 12/1979). Obecnie znamy juz okolo dwudziestu
cztonkow Ursa Maior. Naleza do niej rowniez gwiazdy lezace poza macierzysta konstelacja,
np. 21 Malego Lwa (Leo Minoris), « Korony Pdlnocnej (Coronae Borealis) — sprobujcie
znaleZ¢ te gwiazdy na niebie wedlug mapki obok.
Do grupy tej naleza rowniez slabsze gwiazdy z wymienionych gwiazdozbiorow a takze
ze Smoka (Draco) i Malej Nied:iwiedzicy (Ursa Minor).
Srodek gromady odlegly jest od nas o okolo 75 lat éwietlnych, ma ona ksztalt elipsy o osi
wielkiej ~30 lat Swietlnych i malej ~ 18.
Kiedy odkryto, ze prawie wszystkie jasne gwiazdy w Wielkiej Niedzwiedzicy tworza
gromade — astronomowie zauwazyli, ze w ogole wiele bardzo jasnych gwiazd, miedzy
innymi Syriusz, « Wezownika, 8 Lwa, B Woz#nicy i wiele innych, porusza si¢ w przestrzeni
wzgledem nas mniej wigcej w jednym kierunku, pokrywajacym sie z kierunkiem, w ktorym
zmierza gromada Urse Maior. Obecnie uwaza sie, ze te jasne, bliskie gwiazdy nie sa
czlonkami powyzszej gromady, ale tworzg co§ w rodzaju duzego strumienia gwiazd. Gromada
Ursa Maior porusza si¢ razem z tym strumieniem. Nasze Slonce jest w nim zanurzone,
wigc jego skiadniki mijajg nas ze wszystkich stron, co tlumaczy ich obecno$é w roznych
czesciach nieba.
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