
Rys. 2. Stale pole sil.

Funkc~ te wyrazaja odpowiednio pozioma
i pionowa skladowa predkosci ruchu. U(I) = x'(I), v(/) = y'CI),

f"(t) = - ef'(1) + g dla I E [O,a),

mf"(I)=H(t)+F dla IE[O,a).

(l)

(4)

(2)

Jaki zwiazek ma rachunek rózniczkowy z pilka nozna? Czy powinni sie go uczyc trenerzy
miotaczy i instrul<.!orzy prowadzacy kursy spadochronowe? Czy rachunek rózniczkowy moze
sie przydac w czasie weekendu nad jeziorem? Oto temat, który Ci proponuje, Czytelniku, gdy
odrywajac sie od prac codziennych siegniesz po Delte, by zazyc intelektualnej rozrywki.
Nasza zajJawe w duzej mierze zawdzieczamy Izaakowi Newtonowi. On bowiem nauczyl
pótomnych, ze kazde dwa ciala przyciagaja sie wzajemnie sila, której wielkosc jest wprost
proporcjonalna do iloczynu ich mas, a odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci ich
srodków.

Nietrudno stad wywnioskowac, ze ustalone cialo, jakim jest kula ziemskaZ, jednoznacznie
przyporzadkowuje kazdemu punktowiP otaczajacej je przestrzeni wektorF, wyrazajacy sile,
jaka Z przyciaga mase jednostkowa umieszczona w tym punkcie. To przyporzadkowanie jest
funkcja, zwana polem grawitacyjnym Ziemi. Poniewaz czlowiek znajdujacy sie na jej
powierzchni (np. na boisku lub lace) obserwuje tylko maly kawalek przestrzeni otaczajacej
kule ziemska, wiec wektory pola grawitacyjnego w punktach tego kawalka prawie nie róznia
sie ani kierunkiem, ani zwrotem, ani dlugoscia. Mówimy wówczas o stalym polu sil.

Aby opisac matematycznie ruch punktu materialnego wywolany stalym polem sil, zauwazmy,
ze zjawisko ruchu polega na przyporzadkowaniu kazdej chwilit z pewnego przedzialu
czasowego [O, a), jednoznacznie okreslonego polozenia rozwazanego punktu materialnego
w przestrzeai. Matematycznie rzecz traktujac, ruch punktu materialnego jest wiec funkcja
f:[O, a) -+ R3• Jej przeciwdziedzina (zbiorem wartosci) jest pewna linia polozona w przestrzeniR3,

zwana torem tego ruchu. Pochodna w ustalonej chwilito E [O, a) funkcji f jest wektor

1'(10) = lim f(/)-f(to),
1-+10 t- to
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który jest wektorem stycznym do toru ruchu.w jego punkcief(to) (por. rys. 3). Fizycznie wektor
ten wyraza chwilowa predkosc ruchu w chwilito, o czym latwo sie przekonac porównujac
równosc (I) z okresleniem predkosci chwilowej. Wykorzystujac znane okreslenie przyspieszenia
Czytelnik moze sie w podobny sposób przekonac, ze druga pochodnaf"(to) funkcjif w chwili
to jest wektorem wyrazajacym przyspieszenie naszego ruchu w chwilito.

W czasie ruchu punktu materialnego w stalym polu grawitacyjnym na punkt ten dzialaja
nastepujace sily: stala (w czasie) sila grawitacjiF, zmienna sila oporuH(t) oraz sila Coriolisa

i sila odsrodkowa, których zródlem jest ruch obrotowy kuli ziemskiej. Poniewaz te ostatnie sily
wywieraja niewielki wplyw, zwlaszcza na ruch krótkotrwaly, a istotnie komplikuja matematyczny
opis ruchu, wiec pominiemy je w naszych rozwazaniach (por. rys. 4) podobnie, jak pomijamy
np. przyciaganie n,aszego punktu/przez inne ciala niebieskie.
Na podstawie drugiej zasady dynamiki (pochodzacej znów od Izaaka Newtona, podobnie jak
pochodna i jej zwiazek z predkoscia i przyspieszeniem), iloczyn masym naszego punktu
materialnego i jego przyspieszenia jest w kazdej chwili równy wypadkowej wszystkich sil
dzialajacych na ten punkt. Przy naszych oznaczeniach zasade te wyraza nastepujaca równosc

Wykorzystujac kolejne prawo fizyczne orzekajace, ze na cialo bedace w ruchu dziala ze strony
osrodka sila oporu proporcjonalna do wektora predkosci, lecz przeciwnie skierowana,
otrzymujemy równosc

(3) H(t) = - mef'(l) dla I E [O,a),

gdzie c ~ O oznacza wspólczynnik oporu zalezny od poruszajacego sie ciala i rodzaju osrodka.
Wyrazajac jeszcze sile grawitacjiF w postaci F = mg, gdzie g jest wektorem przyspieszenia
grawitacyjnego i uwzgledniajac (2) oraz (3) otrzymujemy nastepujace równanie rózniczkowe

(6)

w którym f jest funkcja niewiadoma.

Warto zauwazyc, ze równanie to opisuje nie jakis jeden konkretny przypadek ruchu, lecz
wszystkie mozliwe warianty ruchu w stalym polu grawitacyjnym tak, jak prawa fizyczne,
z których zostalo ono wyprowadzone. Dlatego tez nalezy sie spodziewac bardzo duzej ilosci
rozwiazan równania (4).

Aby rozwiazac równanie rózniczkowe (4) wprowadzmy w plaszczyznie ruchu uklad

wspólrzednych przyjmujac, ze jego pierwsza oss lezy w plaszczyznie terenu (np. plyty boiska),
druga zas jego osh jest piónowa, skierowana w góre i przechodzi przez punkt poczatkowy
ruchuf(O). Oznaczajac przez(x(t); y(t)) wspólrzedne punk'tuf(t) w tym ukladzie, mozemy
równanie (4) zastapic ukladem równan rózniczkowych

{X"(t) = - ex'(/),
(5) _

Y"(I) = -ey'(I)-g,

gdzie g oznacza skalarna wielkosc przyspieszenia grawitacyjnego. Wprowadzajac nowe funkcje
niewiadome
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Rys. 3. Tor i pochodna ruchu.

Punkty przestrzeniR' mozna utozsamiac
z ich wektorami wodZacymi wzgledem
poczatku ukladu (rys. -3), a dzieki temu
mozna na nich wykonywac takie dzialania,
jakie wykonujemy na wektorach. To
umozliwia okreslenie pochodnej wzorem (I).

Dzieki pominieciu sily Coriolisa ruch
odbywa sie w jednej plaszczyznie.
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zamiast ukladu (5) otrzymamy uklad

Stad wyliczamy u(t) otrzymujac

a stad oraz z pierwszej sposród równosci (6), przez kolejne calkowanie (porównanie funkcji
pierwotnych obu stron) otrzymujemy ostateczne rozwiazanie pierwszego sposród równan (5):

u(t) = eAe-Cl ;::::;uoe-ct, gdzie Uo = u(O),

lnu(t) = -ct+A, gdzie A jest stala.

{U'(t) = -cu(t),v'(I) = -ro(l)-g.

Mozna od razu zauwazyc, ze jednym sposród rozwiazan pierwszego równania jestu(t) == O.

Z teorii równan rózniczkowych wynika zas, ze zadne z pozostalych jego rozwiazan nie moze'
przyjmowac wartosciO. Dzieki temu mozemy pierwsze sposród równan (7) napisac w postaci

(7)

(8)

Otrzymujemy

u'(t)'-- =-c
u(1)

rozwiazac je porównujac funkcje pierwotne obu stron.
H(t)

R vs. 4. Wypadkowa sil.

h

luot, gdy c = O (brak oporu)

x(l) = lUoc" (I-e-e'), gdy c > O.

{ gt2

ho+vot- 2' gdy c = O,
y(t) =

g tJoc+gho- -t+ --- (I-e-et), gdy c > O,
C c2

(9)

(11)

jako ostateczne rozwiazanie drugiego sposród równan (5).

W tym miejscu konc:z:eswój udzial, proponujaf Czytelnikowi samodzielne kontynuowanie.
Polegac ono bedzie na wszechstronnej analizie otrzymanych rozwiazan (9) i (11) ukladu (5),
opisujacych wszelkie ruchy swobodne w stalym polu grawitacyjnym. Wyjasnic nalezy role
kazdego sposród nastepujacych parametrów ruchu: wysokosc poczatkowaho, skladowa
pozioma Uo i pionowa Vo predkosci poczatkowej, wspólczynnik oporu c. Poslugujac sie
wzorami (9) i (11) oraz wykresami (rys. 6i 7) mo'zna wyjasnic na przyklad, dlaczego uzycie
stosownego spadochronu zapewnia miekkie ladowanie przy spadaniu z dowolnej wysokosci.

Warto wyrugowac ze. wzorów (9) i (\ l) zmiennat i uzyskac w ten sposób równanie toru ruchu
oraz narysowac go i zauwazyc, ja~ zalezy on·od wymienionych parametrów. Moze uda sie
dokonac pomIaru wspólczynnika c dla pilki szybujacej w powietrzu i nie tylko jakosciowo,
ale i i1o~.::iowozanalizowac jej ruch (choc na poziom meczów pilkarskich to nie wplynie).
Pytania mozna mnozyc, tematów jest wiec mnóstwo.

a uwzgledniajac (\O) i przyjmujac Vo = v(O) wyliczamy

Rozwiazanie to, jakkolwiek czesciowe, opisuje jednak te ruchy, których torami sa odcinki
prostych poziomych, a sila grawitacji jest równowazona przez sprezystosc podloza (np. toczenie
sie pilki po podlodze, ruch lódki odepchnietej od brzegu jeziora i nie napedzanej). Analizuja.
to rozwiazanie i wplyw stalychUo (predkosc poczatkowa) orazc (wspólczynnik oporu) na
przebieg ruchu mozna sie swietnie bawic i uczyc. Na przyklad, mozna wyjasnic, dlaczego
po odepchnieciu lódki od brzegu jeziora wyraznie obserwujemy zanik jej ruchu, a nie mozemy
ustalic momentu jej zatrzymania sie, mimo ze mozemy ustalic odleglosc, na jaka lódka
odplynela od brzegu. Czy podobne zjawisko ma miejsce w przypadku ruchu pilki? A moze
potrafisz Czytelniku zaprojektowac i wykonac pomiar wspólczynnika oporu c dla pilki lub
lódki?

Przechodzac do rozwiazania drugiego sposród równan (7) i pelniejszego opisu ruchów w stalym
polu sil zauwazmy, ze rózni sie ono od pierwszego z tych równan 'tylko o stalag. Mozna sie
wiec spodziewac, ze rozwiazania tych równan beda sie niewiele róznic. Z teorii równan
rózniczkowych wynika, ze róznica ta polega na zastapieniu stalejuo, wystepujacej po prawej
stronie równosci (8), przez stosownie dobrana funkcje<p zmiennej t. Aby ja znalezc,
podstawmy wyrazenie
(10) v(l) = <p(t)e-ci

do drugiego sposród równan (7). Otrzymamy

<p'(t)e-e, - c<p(t)e-e' = - c<p(t)e-e, - g,

a stad <p'(1) = - gee'.

Calkujac obustronnie wyliczamy

<p(t) = B- ~ ee" gdzie B jest stala,c

v(;) = (vo+ 7) e-C' -7'
. Stad i z drugiej sposród równosci(6l, przez kolejne calkowanie i przyjecieho = y(0)
otrzymujemy

Rys. 5. Wybór ukladu wspólrzednych.

S

~
a a

Rys. 7. Wykres funkcji y (skladowa pionowa
ruchu).

h

Rys. 6. Wykres funkcji x (skladowa

pozioma ruchu).
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