Rachunek
rozniczkowy
na co dzien

Rys. 1. Pole grawitacyjne Ziemi.
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Rys. 2. Stale pole sil.
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Rys. 3. Tor i pochodna ruchu.

Punkty przestrzeni R* moina utosamiaé

z ich wek 'w'J‘. i ‘r“J
poczatku ukladu (rys. 3), a dzigki temu
moina na nich wykonywaé takie dzialania,
jakie wykonujemy na wektorach. To
umoiliwia okreslenie pochodnej wzorem (1),
Dzicki pominieciu sity Coriolisa ruch
odbywa sic w jednej plaszczyinie,

Funkeje te wyrazajg odpowiednio pozioma
i pionowa skladowa predkosci ruchu,

Doc. dr Edward SIWEK

Jaki zwiazek ma rachunek rézniczkowy z pitka nozna? Czy powinni si¢ go uczy¢ trenerzy
miotaczy i instruktorzy prowadzacy kursy spadochronowe? Czy rachunek rézniczkowy moze
si¢ przyda¢ w czasie weekendu nad jeziorem? Oto temat, ktory Ci proponuje, Czytelniku, gdy
odrywajac si¢ od prac codziennych siggniesz po Delte, by zazy¢ intelektualnej rozrywki.
Nasza zabawe w duzej mierze zawdzieczamy Izaakowi Newtonowi. On bowiem nauczyt
potomnych, Ze kazde dwa ciala przyciggaja si¢ wzajemnie sila, ktorej wielkos¢ jest wprost
proporcjonalna do iloczynu ich mas, a odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci ich
srodkow.

Nietrudno stad wywnioskowa¢, Ze ustalone cialo, jakim jest kula ziemska Z, jednoznacznie
przyporzadkowuje kazdemu punktowi P otaczajacej je przestrzeni wektor F, wyrazajacy sile,
Jjaka Z przyciaga masg jednostkowa umieszczona w tym punkcie. To przyporzadkowanie jest
funkcja, zwang polem grawitacyjnym Ziemi. Poniewaz czlowiek znajdujacy sie na jej
powierzchni (np. na boisku lub Iace) obserwuje tylko maly kawalek przestrzeni otaczajacej
kule ziemska, wigc wektory pola grawitacyjnego w punktach tego kawalka prawie nie réznig
si¢ ani kierunkiem, ani zwrotem, ani dlugoscig. Mowimy wowczas o stalym polu sit,

Aby opisa¢ matematycznie ruch punktu materialnego wywolany statym polem sit, zauwazmy,
Ze zjawisko ruchu polega na przyporzadkowaniu kazdej chwili r z pewnego przedziatu
czasowego [0, @), jednoznacznie okreslonego polozenia rozwazanego punktu materialnego

w przestrzeni. Matematycznie rzecz traktujac, ruch punktu materialnego jest wiec funkcja
f:10, a) = R°. Jej przeciwdziedzing (zbiorem wartosci) jest pewna linia polozona w przestrzeni R®
zwana torem tego ruchu. Pochodna w ustalonej chwili #, € [0, a) funkcji f jest wektor

o Foo = tim 200

1=t; =P

ktory jest wektorem stycznym do toru ruchu av jego punkcie f(fo) (por. rys. 3). Fizycznie wektor
ten wyraza chwilowa predkos¢ ruchu w chwili 1o, 0 czym latwo si¢ przekonaé poréwnujac
rownos$é (1) z okresleniem predkosci chwilowej. Wykorzystujac znane okreslenie przyspieszenia
Czytelnik moze si¢ w podobny sposéb przekonag, ze druga pochodna f”(£o) funkeji f w chwili
fo jest wektorem wyrazajacym przyspieszenie naszego ruchu w chwili 7.

W czasie ruchu punktu materialnego w stalym polu grawitacyjnym na punkt ten dzialaja
nastepujace sily: stala (w czasie) sila grawitacji F, zmienna sila oporu H(r) oraz sita Coriolisa

i sila odSrodkowa, ktorych Zrédlem jest ruch obrotowy kuli ziemskiej. Poniewas te ostatnie sity
wywieraja niewielki wplyw, zwlaszcza na ruch krotkotrwaly, a istotnie komplikuja matematyczny
opis ruchu, wigc pominiemy je w naszych rozwazaniach (por. rys. 4) podobnie, jak pomijamy
np. przyciaganie naszego punktu przez inne ciala niebieskie.

Na podstawie drugiej zasady dynamiki (pochodzacej znow od Izaaka Newtona, podobnie jak
pochodna i jej zwiazek z predkoscia i przyspieszeniem), iloczyn masy m naszego punkiu
materialnego i jego przyspieszenia jest w kazdej chwili réwny wypadkowej wszystkich sit
dzialajacych na ten punkt. Przy naszych oznaczeniach zasade te wyraza nastgpujaca rownosé

2 mf"(t) = H(t)+F dla 1[0, qa).

Wykorzystujac kolejne prawo fizyczne orzekajace, ze na ciato bedace w ruchu dziala ze strony
ofrodka sila oporu proporcjonalna do wektora predkosci, lecz przeciwnie skierowana,
otrzymujemy roéwnosé

3) H(t) = —mcf'(z) dlazel0,a),

gdzie ¢ > 0 oznacza wspolezynnik oporu zalezny od poruszajacego si¢ ciala i rodzaju osrodka.
Wyrazajgc jeszcze sile grawitacji F w postaci F = mg, gdzie g jest wektorem przyspieszenia
grawitacyjnego i uwzgledniajac (2) oraz (3) otrzymujemy nastgpujace rownanie rézniczkowe
) ) = —ef'i)+g  dlate0,a),

w ktorym f jest funkcja niewiadoma.

Warto zauwazyc, ze rownanie to opisuje nie jaki$ jeden konkretny przypadek ruchu, lecz
wszystkie mozliwe warianty ruchu w stalym polu grawitacyjnym tak, jak prawa fizyczne,

z ktorych zostato ono wyprowadzone. Dlatego tez nalezy sig spodziewaé bardzo duzej ilosci
rozwigzan rownania (4).

Aby rozwigza¢ réwnanie rozniczkowe (4) wprowadzmy w plaszczyznie ruchu uklad
wspolrzednych przyjmujac, ze jego pierwsza of s lezy w plaszczyZnie terenu (np. plyty boiska),
druga zas$ jego of & jest pionowa, skierowana w gore i przechodzi przez punkt poczatkowy
ruchu f(0). Oznaczajac przez (x(r), y(r)) wspoirzedne punktu f(z) w tym ukladzie, mozemy
rownanie (4) zastapi¢ ukladem réownan rézniczkowych

xX'(0) = —ex'(1),

L"(!) = —¢y'(t)—g,

gdzie g oznacza skalarng wielko$¢ przyspieszenia grawitacyjnego. Wprowadzajac nowe funkcje
niewiadome

(6) u(t) = x'(1), o) = y'Q@),

&) =
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Rys. 5. Wybor ukladu wspélrzednych.
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Rys. 6, Wykres funkcji x (skladowa
pozioma ruchu).
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Rys. 7. Wykres funkeji v (skladowa pionowa
ruchu).

zamiast ukiadu (5) otrzymamy uklad
{n‘tfl = —oult),

) (1) = —culr)—g.

Mozna od razu zauwazyc, ze jednym sposrod rozwiazan pierwszego rownania jest u(r) = 0.
Z teorii réwnan rézniczkowych wynika za$, ze Zadne z pozostalych jego rozwiazan nie moze-
przyjmowac wartosci 0. Dzigki temu mozemy pierwsze sposrod roéwnan (7) napisaé w postaci

(1)
. = -y
ult)

i rozwigzac je porownujgc funkcje pierwotne obu stron.
Otrzymujemy Inu(r) = —cr+ A4, gdzie A jest stalg.
Stad wyliczamy wu(f) otrzymujac

(8) u(t) = ede~! = wie~c', gdzie uy = u(0),

a stad oraz z pierwszej sposrod rownosci (6), przez kolejne calkowanie (poréwnanie funkeiji
pierwotnych obu stron) otrzymujemy ostateczne rozwiazanie pierwszego sposrod rownan (5);

upt, gdy ¢ = 0 (brak oporu)

2 = l?— (1=e-c8), gdyc>0.

Rozwiazanie to, jakkolwiek czg$ciowe, opisuje jednak te ruchy, ktérych torami sa odcinki
prostych poziomych, a sila grawitacji jest rownowazona przez sprezystosé podioza (np. toczenie
si¢ pitki po podiodze, ruch l6dki odepchnigtej od brzegu jeziora i nie napedzanej). Analizujae
to rozwigzanie i wplyw stalych uy (predkos$é poczatkowa) oraz ¢ (wspolczynnik oporu) na
przebieg ruchu mozna si¢ $wietnie bawic i uczyé. Na przyklad, mozna wyjasni¢, dlaczego

po odepchnigciu 1odki od brzegu jeziora wyraznie obserwujemy zanik jej ruchu, a nie mozemy
ustali¢ momentu jej zatrzymania si¢, mimo ze mozemy ustalié¢ odleglosé, na jaka lodka
odplynela od brzegu. Czy podobne zjawisko ma miejsce w przypadku ruchu pitki? A moze
potrafisz Czytelniku zaprojektowaé i wykonaé pomiar wspélczynnika oporu ¢ dla pitki lub
todki?

Przechodzac do rozwiazania drugiego sposrod rownan (7) i pelniejszego opisu ruchow w stalym
polu sil zauwazmy, ze rozni si¢ ono od pierwszego z tych rownan tylko o stalg g. Mozna sie
wiec spodziewac, ze rozwiazania tych rownan beda sig niewiele roznié. Z teorii rownan
rozniczkowych wynika, ze roznica ta polega na zastapieniu stalej vy, wystepujacej po prawej
stronie rownosci (8), przez stosownie dobrang funkcje @ zmiennej 7. Aby ja znalezé,
podstawmy wyrazenie .

(10) v(t) = plr)e-ct

do drugiego sposrod réwnan (7). Otrzymamy

@(e ' —co(tle=t = —cplt)e-ct—g,
a stad ¢'(1) = —gec".
Calkujac obustronnie wyliczamy

o) = B—Zeet,  gdzie B jest stala,

a uwzgledniajac (10) i przyjmujac vp = v(0) wyliczamy

- l:[!.) = (r.ro+ %}c'“— %
Stad i z drugiej sposrod rownosci (6), przez kolejne catkowanie i przyjecie by = »(0)
otrzymujemy

Hortbgr o= gdyc =0,
n ey =
hom £ 14 PCTE (j_e-et), gdyc> 0,

Jjako ostateczne rozwigzanie drugiego sposrod rownan (5).

W tym miejscu koficzg swdj udzial, proponujgc Czytelnikowi samodzielne kontynuowanie.
Polega¢ ono bedzie na wszechstronnej analizie otrzymanych rozwiazan (9) i (11) ukladu (5),
opisujacych wszelkie ruchy swobodne w stalym polu grawitacyjnym. Wyjasni¢ nalezy role
kazdego sposrod nastepujacych parametrow ruchu: wysokosé poczatkowa hg, skiadowa
pozioma #, i pionowa vg predkosci poczatkowej, wspotczynnik oporu ¢. Poslugujac sie
wzorami (9) i (11) oraz wykresami (rys. 61 7) mozna wyjasni¢ na przyklad, dlaczego uzycie
stosownego spadochronu zapewnia miekkie ladowanie przy spadaniu z dowolnej wysokosci.
Warto wyrugowac ze wzordw (9) 1 (11) zmienna ¢ i uzyska¢ w ten sposob rownanie toru ruchu
oraz narysowac go i zauwazyc, jak zalezy on.od wymienionych parametrow. Moze uda sig
dokona¢ pomlaru wspolczynnika ¢ dla pitki szybujacej w powietrzu i nie tylko jakoéciowo,
ale i iloiciowo zanalizowa¢ jej ruch (cho¢ na poziom meczow pitkarskich to nie wplynie).
Pytania moZna mnozy¢, tematow jest wiec mnostwo.



