O powierzchniach i liniach geodezyjnych

Dr Witold MOZGAW A

Na pewno kazdy spotkal si¢ z nastepujacym zadaniem: mamy na planie pewnego miasta dwa
punkty — jak znalez¢ najkrotsza droge, ktora je laczy? Zadanie to zwykle bardzo fatwo
rozwiazujemy i oczywiste jest, ze takich drog mozemy czasem znalez¢ wiele. Oczywiste jest tez,
7e zwykle taka droga jest dluzsza od pomyslanej linii prostej faczacej wspomniane dwa punkty.
Nieporownanie juz trudniej odpowiedzie¢ na takie pytanie, gdy jesteSmy na ,,lerenie
pofaldowanym™ np. w gorach. Sprobujemy zaprzac matematyke do rozwigzania naszego
problemu. Jak to sig zwykle czyni w takich wypadkach, musimy stworzy¢ matematyczny
model ,,pofaldowanej powierzchni™ i tam dopiero bedziemy badac, ktore drogi sa najkrotsze.

Z
7 ﬂf T Zbior S w przestrzeni euklidesowej E* bedziemy nazywali powierzchniq, jesli dla kazdego
Ve i g punktu m € S istnieje podzbior U < S, m € U (otoczenie punktu m), ktory moze by¢ otrzymany
Ir’ 1} '\*,I- < \ przez rozciagganie, ciskanie, wyginanie, wykrecanie kola bez brzegu K. Mozemy tez dowolnie
bm___{__"-v_f--/l u rozciaé koto K i wykonaé powyisze operacje pod warunkiem, Ze skleimy otrzymany zbidr
S II olx) dokladnie w miejscu rozciecia. Zwykle powyzsze operacje opisujemy okreslajac funkcje
= 5 X @: K = U < §, ktore (spetniajac pewne warunki) gwarantujg nam, ze zbior § jest powierzchnig.
? Funkcje @ nazywa si¢ parametryzacja otoczenia U punktu m € S. Niestety taka definicja
\ obejmuje zbyt szeroka klas¢ powierzchni i aby juz ostatecznie sprecyzowa¢ przedmiot naszych
zainteresowart musimy okresli¢, co rozumiemy przez wektor oraz plaszczyzng styczng do
powierzchni w punkcie m. Zatdzmy, Ze juz wiemy, co to jest krzywa i wiemy, ze wektor do niej
Y _styczny to pochodna jej opisu parametrycznego.
Rys. | Plaszczyzny Oxy odwzorowuje si¢
na 8% [p) przez tzw. obraz sferyczny Zalozmy, ze dla parametryzacji @ otoczenia U punktu m € S mamy ¢(xg, ¥o) = m, (xo, ¥o) € K.
# kierunky punktit p— jest to Rozwazmy odcinki prostych rownolegiych do osi ukladu wspotrzednych na plaszczyznie
:’ft":’r::n zi‘:‘:"s'{::':'gi_"]zz:’\'fz:;wi; i przechodzat.:e przez punkt (xq, yo) € K —“maja? one nast;pujace opisy parametryczne:
S\ {0) przez obraz sferyczny w. kierunku (xo+1, yo) i (xo,Yo+1), 1 € (—&, €). Je§li zlozymy te opisy z parametryzacja ¢ otoczenia U, to
punkiu O — jest to takze parametryzacja. otrzymamy dwie krzywe lezace na powierzchni S, przecinajgce si¢ w punkcie m: o opisach
Obie te parametryzacje pokrywaja cala parametrycznych @(xo+1, yo) i @(Xo, Yo+1), t € (— &, £). Jesli teraz obliczymy pochodne tych

sferg. opiséw w punkcie ¢ = 0, to otrzymamy dwa wektory ¢, i ¢, styczne do krzywych w punkcie m,

samoprzecigcie a wiec tym samym styczne do powierzchni S:

d
@xlxo, Yo}t = =g @lra+ 1. Yo)ig-o.

@ylXo, ya): = _ddr" @{xo, Yo+ 1i)g-0.
. Zauwazmy, ze jezeli wezmiemy dowolng krzywa lezaca na powierzchni i wyznaczymy wektor v
styczny do niej w punkcie m, to zawsze znajdg si¢ takie dwie liczby rzeczywiste a i b, ze
v = awp.+ bep,. Wobec tego bedziemy méwili, ze wektory ¢ i ¢, s3 wektorami bazowymi
plaszczyzny stycznej do powierzchni S w punkcie m, plaszczyzng t¢ bedziemy oznaczali przez
T, S. Mozemy teraz sformutowa¢ ostatni warunek ograniczajacy klase powierzchni: bedziemy
mowili, ze powierzchnia S jest regularna jesli wektory . i <py istnieja i nie sa rownolegle ani
zerowe w zadnych punktach S. Podsumowujac, powierzchnia w trojwymiarowej przestrzeni E?
bedziemy nazywali taki zbiér, ktory jest otrzymany z otwartych kot, zdeformowanych w wyzej
opisany sposéb i polaczonych ze soba tak, aby nie bylo ostrzy, krawedzi, samoprzecigc i Zeby
mozna bylo sensownie mowi¢ o ptaszczyznie stycznej w kazdym punkcie. Rdzniczkowalne
przyporzadkowanie m — »(m) (punktowi —» wektor styczny w tym punkcie) bedziemy nazywali
polem wektorowym. Aby dalej budowaé aparat potrzebny do rozwigzania naszego problemu
wprowadzimy rozniczkowanie zalezne od ksztaltu powierzchni:
Niech » bedzie polem wektorow stycznych na U, a w pewnym wektorem stycznym do S w m

Rys. 2 Tego rodzaju zbiory sq posm naszymi
ziinteresowaniami.

i y:i(—&, & — U krzywa taka, ze y(0) = m, %I = w oraz »(r) bedzie ograniczeniem pola

dv(r)

v do krzywej y na powierzchni S. Pochodna —3/

na ogol jest wektorem niestycznym do

powierzchni S. Wektor otrzymany przez rzut prostopadty wektora 'm

! na plaszczyzng
a7

styczna T S bedzie nazywany pochodng kowariantng lub pochodng ng-C‘ ivity pola
wektorowego v wzgledem wektora w. Bedziemy te pochodng oznaczali przez (V,, ») (m). Jesli

Rys, 3 Konstrukela pochodnel Bexi— wyliczymy V., v we wspolrzednych, to otrzymamy
Civity. o . "
Tullio Levi — Civita (1873—1941) matematyk Uwy = (@' 4T}y ak + 1130 S + T3 b K + T3 b s+
wloski, Autor prac z rachunku tensorowego, +(@' +T3ak + M3 af + T3 bk +T35:0-1" ) @y
rownan rozniczkowych oraz mechaniki cial

. . 5 d: deplk " #
niebieskich, gdzie wektor w = _a}:ﬁ _iﬂ({?}. S| _ g @x(m)+/f'p,(m), a pole wektorowe
Elwin Bruno Chrlslvol'fel (I829—19M)— ke o ik 3 S e e

vk ieckl. Zai { sig teoria v = apx+ bep,. Wspolczynniki I'j, zaleza od powierzchni i jej parametryzacjl 1 s3 zwykle nazywane

funkeji i teorig réwnan réznlczkawych symbolami Christoffela.
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Parametryzacja naturalna to taka, ie
dlugodé luku krzywej v od ylx) do y(f)
jest rowna |a—73|.

1

Twierdzenie Fermata: Jesli funkcja f jest
roiniczkowalna w przedziale (xo— 1L, xo+ &>
i osigga ekstremum w punkcie xp, to
f'(xq) = 0,
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Rys. 4 Wariacje krzywej.

Skutki braku wyoi::raini

Kilka lat temu Indianie chcieli (z wiadomym
skutkiem) odkupi¢ od rzgdu USA
Manhattan, zwracajac otrzymane w 1626
roku od Petera Minucta 39 dolaréw. Gdyby
jednak wtedy nie kupili za te pienigdze
paciorkow i wody ognistej, a 2lozyli do
banku na 6,3%;, mieliby dzis ponad 100
miliardéw dolaréw i przynajmniej kawalek
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Rys. 5 Geodezyjne na walcu.

Wiemy, ze diugosé krzywej ¥: [0, [] — S jest dana wzorem

i
Ly = gi"(}'ﬁi?{ﬁ&.

gdzie ¢, » oznacza euklidesowy iloczyn skalarny. Zalozmy, ze krzywa y jest sparametryzowana
naturalnie. Wprowadzimy teraz pewna rodzing krzywych na powierzchni S: Jedli »: [0, 1] = §
jest dowolng naturalnie sparametryzowang krzywa, to wariacja (uzmiennieniem)

krzywej y nazywamy takie rozniczkowaine odwzorowanie x: [0, 1]x [—a,a] = S, ze a(r, 0) =
= (1) (1zn. jest krzywa y) oraz dla dowolnego s € [—a, 4] jest 2(0, 5) = »(0), a(1, 5) = (1)
(tzn. wszystkie krzywe maja wspolne korice). Krzywe a(s, 1) sa nazywane wariaciami . Wérdd
wszystkich krzywych x(s, 1) bedziemy szukac takiej, ktorej dlugosé jest najmniejsza.

W tym celu wykorzystamy twierdzenie Fermata — warunek konieczny istnienia ekstremum.
Obliczamy pochodng. i przyrownujemy ja do zera

4

=

! L o
d { _d da(e, 5) da(r, ) ! -
= L(als, 1))s-0 = e QV T o >m)|s~n =0

i po pewnych rachunkach otrzymujemy V g4, & -?;— (1) = 0. Wobec tego mozemy podaé

ar
definicje tytulowej geodezyjnej: Krzywa ¢ nazywamy geodezyjna, jesli speinia ona powyzsze
rownanie. Jesli y(r) = < (k(r), f(r)), to réwnanie geodezyjnej jest postaci:

KT (RP 20 K+ T =0
[ P (kD20 K+ T30 = 0.

Jako wniosek z twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazan ukladéw réwnan
rozniczkowych mamy nastgpujace twierdzenie:

Dla danego punktu m € S i niezerowego wektora stycznego v € T, S istnieje € > 0 i dokladnie

g d)
Jedna geodezyjna y:(— e, g) — S taka, ie y(0) = m i - £ = ». A to znaczy, Ze przez dany
-0

punkt i w danym kierunku mozemy wypuscié¢ dokladnie jedna geodezyjng.

Linie geodezyjne na powierzchni graja role prostych na plaszczyznie, tzn. gdy myslimy tylko
kategoriami powierzchni i nie moZzemy np. poréwnaé krzywych z liniami prostymi w E?, to
geodezyjne sa ,,najprostszymi” z linii, jakie mozemy poprowadzi¢ na powierzchni. Gdy
wedrujemy po powierzchni wzdluz linii geodezyjnej, to wydaje sie, ze kierunek (tu rozumiemy
kierunek tak, jak go rozumie dwuwymiarowa istota zyjaca na naszej powierzchni) marszu, czyli
kierunek stycznej do krzywej nie zmienia si¢ a wigc idziemy prosto. Krzywe geodezyjne
mozemy w przyblizeniu wyznaczy¢ na madelach powierzchni — jesli napniemy na jakiejs
powierzchni nierozciagliwg nitkeg, to przybierze ona ksztalt geodezyjnej.

Jesdli mamy dana dowolng krzywa w E2, to po obrocie jej wokét osi Oz otrzymamy pewna
powierzchnie, ktorg bedziemy nazywali obrotowq. Taka powierzchnia jest np. torus, sfera,
hiperboloida czy paraboloida. Linie otrzymane przez przekroje tych powierzchni plaszczyznami
rownoleglymi do plaszczyzny Oxy bedziemy nazywali réwnoleznikami, a linie wyznaczone przez
plaszczyzny prostopadle do plaszczyzny Oxy i zawierajace 0§ Oz — pofudnikami. Wiasnosci
geodezyjnych na powierzchniach opisuje twierdzenie Clairaut’a:

Na powierzchni abrotowej w kazdym punkcie geodezyjnej zachodzi tozsamo$é pcosp = ¢, gdzie o
Jjest odlegloscig punktu geodezyjnej od osi Oz, p jest kqtem pomiedzy geodezyjng a rownoleinikiem,

4
O<spu < 3 a ¢ jest stalg liczbq.

Korzystajac z twierdzenia Clairaut’a wyznaczymy linie geodezyjne na torusie i na walcu:

1. walec — niech m bedzie dowolnym punktem walca W, a r promieniem réwnoleznika L
przechodzgcego przez punkt m. Rozwazmy geodezyjng przechodzacg przez punkt m pod katem
1 = 0 do rownoleinika L. Z twierdzenia Clairaut’a wynika, ze o = r i cos ¢ = 1, czyli w kazdym
punkcie zachodzi ¢ = 0 i geodezyjna pokrywa si¢ z rownoleznikiem L. Rozwazmy teraz
geodezyjng przechodzacg przez punkt m pod katem u = 7/2 do L.

Z twierdzenia mamy ocospu = 0, czyli w kazdym punkcie u = 7/2 i geodezyjna pokrywa sig¢
z potudnikiem. Niech teraz 0 < p < 7/2, mamy wiec, ze pcos i = ¢, ale p = r w kazdym
punkcie — wynika stad, Ze 4 = const. w kazdym punkcie geodezyjnej. A to znaczy, ze
geodezyjne to linie spiralne przecinajace rownolezniki pod stalym katem. Sa to wszystkie
mozliwe geodezyjne na walcu. Zauwazmy jeszcze jedna ciekawa wiasnos¢ geodezyjnych na
walcu: dowolne dwa punkty walca moga by¢ na ogol polaczone nieskonczenie wieloma
roznymi geodezyjnymi, w odrdznieniu od plaszcezyzny, gdzie dwa dowolne punkty mozemy
polgczy¢ dokiadnie jedna prosts.



2. torus — niech R i r bedg promieniami odpowiednio najmniejszego i najwigkszego
rownoleznika. Podobnie jak wyzej z twierdzenia Clairaut’a wnioskujemy, ze geodezyjnymi na
torusie sg poludniki, najmniejszy i najwickszy rownoleznik. Niech ¢ bedzie promieniem
rownoleznika. Jesli r < ¢ < R, to geodezyjna waha si¢ pomigdzy dwoma rownoleznikami

o promieniu ¢ majac ksztalt podobny do sinusoidy. Istniejg takze geodezyjne nieskonczenie
wiele razy zawijajgce si¢ na torusie, nicograniczenie zblizajace si¢ (z obu stron) do najmniejszego
rownoleznika. .

Przykiad torusa pokazuje, ze nie kazdy rownoleznik jest geodezyjna, jak to bylo w przypadku

walca, Dlaczego tak jest, wyjasnia nastepujace twierdzenie: rdwnoleinik na powierzehni obratowej
Rys. 6 Geodersine na worusie  JeSt geodezyjng wredy i tylko wredy, gdy jest generowany przez obrit punktu na krzywej

rworzqeef, w ktdrym styczna do krzywej jest rownolegla do osi Oz.

Zauwazmy, ze ,.bycie” geodezying jest tylko warunkiem koniecznym minimalnosci dlugosci
linii. Oczywiscie (patrz przykiad walca) nie kazda geodezyjna laczgca dwa dane punkty jest
najkrotsza sposrod wszystkich krzywych taczacych te dwa punkty. Mozemy zauwazyc, e np. na
sferze dwa punklyhlciace na pewnym kole wielkim (czyli na geodezyjnej), nicantypodyczne,
odcinaja dwa odcinki geodezyjnej, wigkszy z nich jest nadal geodezyjng, ale weale nie jest to
najkrotszy odcinek faczacy te punkty. Za to ten drugi, krotszy odcinek, tez geodezyjny, jest
dobry — on to realizuje minimum. Stad intuicyjny wniosek — by¢ moze nalezy zajmowac sig
malymi odcinkami geodezyjnych. | rzeczywiscie mozna udowodni¢ twierdzenie, ze sposrod
wszystkich krzywych lgezqeyeh dwa dane punkty w dostarecznie malym zhiorze je zawierajqcym
najmniefszq diugosé ma wlasnie geodezyina, 1 w ten sposob nasz problem zostal rozwigzany.

Rys. 7 Ten odeinek
geodezyjne] nie jest
najkrotszg linig

laczaca punkty p i g.

Patrz w niebo

Luty jest miesigcem, w ktorym piekne zimowe gwiazdozbiory zaczynajg coraz wczesnicj
zachodzi¢, natomiast charakterystyczne, wiosenne gwiazdozbiory Lwa i Panny sg jeszcze nisko
nad wschodnim horyzontem. Migdzy nimi — nieciekawe na pierwszy rzut oka lutowe
gwiazdozbiory Rysia, Raka i Weza Wodnego. W konstelacji Rysia najjasniejsza gwiazda jest
dopiero trzeciej wiclkosci gwiazdowej. Jest jednak w tej okolicy przynajmnicj jeden obiekt, ktory
zastuguje na uwage. Zajmiemy si¢ dzisiaj gromada kulista NGC 2419. Nazwa, jak zwykle, nic
nie mowi. Obiekt ledwo dostrzegalny dopiero przez bardzo dobre lornetki. Jest to tzw.
Miedzygalaktyczny Wioczega — najbardziej oddalona od naszej Galaktyki skatalogowana
gromada kulista, ktora jest zwigzana z nig, najprawdopodobniej, sitami grawitacyjnymi, co
oznacza, ze obiega Galaktyke po orbicie ogromnych rozmiarow. NGC 2419 jest odlegla od
centrum Drogi Mlecznej o 210 tysiecy lat swietlnych. Jest to odleglosé wigksza niz odleglosé
najblizszych niezaleznych galakiyk — Oblokow Magellana. Szczegolowe poszukiwania
doprowadzily w ostatnich latach do odkrycia wielu bardzo stabych i odleglych gromad.
Niektore z nich sa niewatpliwie bardziej od nas oddalone niz Obloki Magellana (oba Obtloki
sg malymi nieregularnymi galaktykami okrazajacymi nasza, duza Droge Mleczna).

Rodza si¢ tu duze watpliwosci, czy niektore z gromad nie sa zupelnie niezaleznymi, samotnie

onnc phin

—

. B — g ’ biegnacymi przez przestrzen obiektami. Obecnie znamy ok. 100 gromad kulistych nalezacych
b = do naszej Galaktyki (Patrz w niebo 6/1979). Ogromna wi¢kszos¢ zawarta jest w kuli 0 promieniu
Pordwnanie wielkosci naszej Galuktyki ok. 65 tysiecy lat swietlnych i srodkiem w Centrum Galaktyki.

7 odlegloscia NGC2419 i Oblokéw Magellana  Odpowiedz na pytanie, czy istnieja samotne gromady kuliste o zdecydowanie mniejszych masach

niz masy galaktyk (najwigksze z gromad nie roznia si¢ wiele swoja struktura od malych
galaktyk eliptycznych) mialaby duze znaczenie dla kosmologow i teoretykow, ktorzy zajmujg
si¢ ewolucja galaktyk. Powstaloby oczywiscie pytanie — skad takie obiekty si¢ wzigly — czy
powstaly jednoczesnie z galaktykami (lub wczesniej) i nie wszystkie zostaly zlapane przez
galaktyki. A moze wszystkie gromady przez czes¢ przynajmniej swojego zycia byly cztonkami
Jakich$ galaktyk, ale niektore z nich na skutek roznych perturbacji i oddzialywan migdzy
galaktykami zostaly z nich wyrzucone w gigboka przestrzen.
Ze wzgledu na stosunkowo niewielkie odleglosci galaktyk miedzy soba (w poréwnaniu do ich
whasnych rozmiarow) ,,przekrdj czynny” na ,,zderzenie' ewentualnej samotnéj gromady
z galaktyky jest stosunkowo duzy, Zderzenie takie konczyloby sie przewaznie ztapaniem
gromady na orbite wokol galaktyki. Wszystkie te czynniki bardzo komplikuja obraz.
Obecnie kosmologowie rozwijaja wiele teorii, ktore tlumaczylyby powstawanie i wczesng
ewolucje takich obiektow jak galaktyki i gromady kuliste. Dotychczas nie stworzono modelu,
ktory bytby wolny od wszelkich zarzutéw i wychodzil zwycigsko z wszystkich konfrontacji
7 lestami obserwacyjnymi. Na pewno jednak potwierdzenie lub odrzucenie istnienia samotnych
gromad bedzie mialo znaczacy wplyw na ksztaltowanie si¢ naszych pogladéw na powstawanie
i ewolucje galaktyk i ich oddziatywanie migdzy soba.
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