
Vwv = (a'+rll·a.k' +rl2·aI' +rL ·b·k' +r~2 ·b.J')·'Px+

+(a'+rI 1·a·k' +rI2 ·aI' +r~l·b. k' +r~2 ·bI')·'P',

o powierzchniach i liniach geodezyjnych

gdzie wektor w;, ddY I = d'P(k~),/(t» I = k'qlx(m)+f'ql,(m), a pole wektorowet t-O t ,-o

V = aqlx+bql,. Wspólczynniki rjk zaleza od powierzchni i jej parametryzacji i sa zwykle nazywane
symbolami Christoffela.

Dr Witold MOZGAW A

Zauwazmy, ze jezeli wezmiemy dowolna krzywa lezaca na powierzchni i wyznaczymy wektorv

styczny do niejJ,. punkcie m, to zawsze znajda sie takie dwie liczby rzeczywistea i b, ze
v = aqlx+bql,. Wobec tego bedziemy mówili, ze wektoryqlx i ql, sa wektorami bazowymi
plaszczyzny stycznej do powierzchni Sw punkcie m, plaszczyzne te bedziemy oznaczali przez
TmS.Mozemy teraz sformulowac ostatni warunek ograniczajacy klase powierzchni: bedziemy
mówili, ze powierzchnia S jestregularna jesli wektory qlx i ql, istnieja i nie sa równolegle ani

,zerowe w zadnych punktach S. Podsumowujac, powierzchnia w trójwymiarowej przestrzeniE3

bedziemy nazywali taki zbiór, który jest otrzymany z otwartych kól, zdeformowanych w wyzej
opisany sposób i polaczonych ze soba tak, aby nie bylo ostrzy, krawedzi, samoprzeciec i zeby
mozna bylo sensownie mówic o plaszczyznie stycznej w kazdym punkcie. Ró;tniczkowalne

przyporzadkowanie m -> v(m) (punktowi -> wektor styczny w tym punkcie) bedziemy nazywali
polem wektorowym.Aby dalej budowac aparat potrzebny do rozwiazania naszego problemu
wprowadzimy rózniczkowanie zalezne od ksztaltu powierzchni:
Niech v bedzie polem wektorów stycznych naU, a w pewnym wektorem stycznym do S wm

i y:( - ~, ~) -> U krzywa taka, zey(O) = m, ddY I = w oraz v(t) bedzie ograniczeniem polat ,-o

v do krzywej y na powierzchni S. Pochodnad~;r) na ogól jest wektorem niestycznym do

powierzchni S. Wektor otrzymany przez rzut prostopadly wektoradvd(t) I na plaszczyznet t .••o

styczna TmS bedzie nazywanypochodna kowariantnalub pochodna Levi"Civity pola
wektorowego v wzgledem wektora w. Bedziemy te pochodna oznaczali przez(Vw v) (m). Jesli
wyliczymy Vw v we wspólrzednych, to otrzymamy

Na pewno kazdy spotkal sie z nastepujacym zadaniem: mamy na planie pewnego miasta dwa
punkty - jak znalezc najkrótsza droge, która je laczy? Zadanie to zwykle bardzo latwo
rozwiazujemy i oczywiste jest, ze takich dróg mozemy czasem znalezc wiele. Oczywiste jest tez,
ze zwykle taka-droga jest dluzsza od pomyslanej linii prostej laczacej wspomniane dwa punkty.
Nieporównanie juz trudniej odpowiedziec na takie pytanie, gdy jestesmy na "terenie
pofaldowanym" np. w górach. Spróbujemy zaprzac matematyke do rozwiazania naszego
problemu. Jak to sie zwykle czyni w takich wypadkach, musimy stworzyc matematyczny
model, ,pofaldowanej powierzchni" i tam dopiero bedziemy badac, które drogi sa najkrótsze.

Zbiór S w przestrzeni euklidesowejE3 bedziemy nazywalipowierzchnia, jesli dla kazdego
punktu m E S istnieje podzbiór U c S, m E U (otoczenie punktum), który moze byc otrzymany
przez rozciaganie, sciskanie, wyginanie, wykrecanie kola bez brzeguK. Mozemy tez dowolnie
rozciac kolo K i wykonac powyzsze operacje pod warunkiem, ze skleimy otrzymany zbiór
dokladnie w miejscu rozciecia. Zwykle powyzsze operacje opisujemy okreslajac funkcje
rp: K -> U c S, które (spelniajac pewne warunki) gwarantuja nam, ze zbiór S jest powierzchnia·
Funkcje rp nazywa sie parametryzacja otoczeniaU punktu m E S. Niestety taka definicja
obejmuje zbyt szeroka klase powierzchni i aby juz ostatecznie sprecyzowac przedmiot naszych
zainteresowan musimy okreslic, co rozumiemy przez wektor oraz plaszczyzne styczna do

powierzchni w punkciem. Zalózmy, ze juz wiemy, co to jest krzywa i wiemy, ze wektor do niej

,styczny to pochodna jej opisu parametrycznego.

Zalózmy, ze dla parametryzacji rpotoczeniaU punktu m E S mamy rp(xo, Yo) = m, (xo, Yo) E K.

Rozwazmy odcinki prostych równoleglych do osi ukladu wspólrzednych na plaszczyznie
przechodzace przez punkt(xo, Yo) E K - maja one nastepujace opisy parametryczne:
(Xo + t, Yo) i (xo, Yo+ t), t E ( - e, e).Jesli zlozymy te opisy z parametryzacj<i rp otoczeniaU, to
otrzymamy dwie krzywe lezace na powierzchni S, przecinajace siew punkcie m: o opisach
parametrycznych rp(xo + t, Yo) i rp(xo, Yo+ t), t E ( - e, e).Jesli teraz obliczymy pochodne tych
opisów w punkcie t = 0, to otrzymamy dwa wektoryqlx i <p, styczne do krzywych w punkciem,
a wiec tym samym styczne do powierzchni S:

x

,.--- ostrze

samoprzeciecie

Rys. 2 Tego rodzaju zbiory sa poza naszymi
z~interesowaniami.

krawedt -----

Rys. 3 Konstrukcja pochodnej Levi-
<;:ivity.
Tullio Levi - Civita (1873-1941) matematyk
wloski. Autor prac z rachunku tensorowego,
równan rózniczkowych oraz mechaniki cial
niebieskich.

Elwin Bruno Christoffel (1829-1900)-
matematyk niemiecki. Zajmowal sie teoria
funkcji i teoria równan rózniczkowych.

Rys. l Plaszczyzna Oxy", odwzorowuje sie

na S"'" {p} przez tzw. obraz sferyczny
w kierunku punktu P<I- jest to

parametryzacja. Plaszczyzna z = 2r
(r - promien sfery S) odwzorowuje sie na

S". {O} przez obraz sferyczny w kierunku
punktu O - jest to takze parametryzacja.
Obie te parametryzacje pokrywaja cala
sfere.
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Parametryzacja naturalna to taka, ze

dlugosc luku krzywej l' od l'(a) do l'(fl)
jest równa Ia- fll.

Twierdzenie Fermata: Jesli funkcjaf jest

rózniczkowalna w przedziale <xo - (;, Xo +!:)
i osiaga ekstremum w punkcie Xo t to

f'(xo) = O. \

Pierre- Fermat (1601-1665) - francuski

matematyk, prawnik i lingwista. Byl jednym
z twórców teorii liczb, a takze podstaw
rachunku rózniczkowego i teorii

prawdopodobienstwa.

Rys. 4 Wariacje krzywej.

Skutki braku wyobrazni

Kilka lat temu Indianie chcieli (z wiadomym

skutkiem) odkupic od rzadu USA

Manhattan, zwracajac otrzymane w1626
roku od Petera Minueta 39 dolarów. Gdyby

jednak wtedy nie kupili za te pieniadze
paciorków i wody ognistej, a zlozyli do
banku na 6,3%, mieliby dzis ponad 100

miliardów dolarów i przynajmniej kawalek

z pewnoscia by wytargowali.

Alexis Claude Clairaut (1713-1765)-
francuski astronom t geodeta i matematyk.

Zajmoy.-al sie równaniami rózniczkowymi t

wyjasnil ruch Xsiezyca.

Rys. 5 Geodezyjne na walcu.

Wiemy, ze dlugosc krzywej1: [O, l] -> S jest dana wzorem

l

L(l') = \ v<l/('i).Y'W>dl,
o

gdzie <, > oznacza euklidesowy iloczyn skalarny. Zalózmy, ze krzywa y jest sparametryzowana
naturalnie. Wprowadzimy teraz pewna rodzine krzywych na powierzchni S: Jesliy: [O, I] -> S
jest dowolna naturalnie sparametryzowana. krzywa, to wariacja (uzmiennieniem)
krzywej y nazywamy takie rózniczkowalne odwzorowanieIX: [O, I] x [- a, a] -> S, ze (\(t , O) =
= y(t) (tzn. jest krzywa y) oraz dla dowolnegos E [- a, a] jest IX (O, s) = y'(O), IX (I , s) = y(l)

(tzn. wszystkie krzywe maja wspólne konce). KrzyweIX (s , t) sa nazywanewariacjami y. W.sród
wszystkich krzywych IX (s , t) bedziemy szukac takiej, której dlugosc jest najmniejsza.

W tym celu wykorzystamy twierdzenie Fermata - warunek konieczny istnienia ekstremum.
Obliczamy pochodna. i przyrównujemy ja do zeraI

l

~ L(a(s; 1))'-0 = ~ (~ .• /( dalr, s) , ~a(I, s) )'dl)1 = ods ds o II dr dl ,-o

i po pewnych rachunkach otrzymujemy V'dl' d (t) = O. Wobec tego mozemy podac
(it(O) I

definicje tytulowej geodezyjnej: Krzywa y nazywamy geodl:;zyjna, jesli spelnia ona powyzsze
równanie. Jesliy(t) = q>(k(t) ,/(t», to równanie geodezyjnej jest postaci:

{k,,+rf,(k')2+2rt,k'f'+r1'(!')2 = of"+rf,(k')2+2rf,k'f'+ri,(f')' = o.

Jako wniosek z twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazan ukladów równan
rózniczkowych mamy nastepujace twierdzenie:

Dla danego punktu mE S i niezerowego wektora stycznego vE T,,,S istnieje e> O idokladnie

'. d I
jedna geodezyjna y:(- e, e) -> S taka, zey(O) = m i ~ = v. A to znaczy, zeprzez dany

dt ,-o
punkt i w danym kierunku mozemy wypuscic dokladnie jedna geodezyjna.

Linie geodezyjne na powierzchni graja role prostych na plaszczyznie, tzn. gdy myslimy tylko
kategoriami powierzchni i nie mozemy np. porównac krzywych z liniami prostymi wE3, to
geodezyjne sa "najprostszymi" z'linii, jakie mozemy poprowadzic na powierzchni. Gdy
wedrujemy po powierzchni wzdluz linii geodezyjnej, to wydaje sie, ze kierunek (tu rozumiemy
kierunek tak, jak go rozumie dwuwymiarowa istota :l:yjaca na naszej powierzchni) marszu, czyli
kierunek stycznej do krzywej nie zmienia sie a wiec idziemy prosto. Krzywe geodezyjne

mozemy w przyblizeniu wyznaczyc na m~elach powierzchni - jesli napniemy na jakiejs
powierzchni nieroz"iagliwa nitke, to przybierze ona ksztalt geodezyjnej.

Jesli mamy dana dowolna krzywa wE3, to po obrocie jej wokól osi Oz otrzymamy pewna
powierzchnie, która bedziemy nazywaliobrotowa. Taka powierzchnia jest np. torus, sfera,
hiperboloida cZy paraboloida. Linie otrzymane przez przekroje tych powierzchni plaszczyznami

równoleglymi do plaszczyzny Oxy bedziemy nazywalirównoleznikami, a linie wyznaczone przez
plaszczyzny prostopadle do plaszczyzny Oxy i zawierajace os Oz -poludnikami. Wlasnosci
geodezyjnych na powierzchniach opisuje twierdzenieClairaut'a:

Na powierzchni obrotowej w kazdym punkcie geodezyjnej zachodzi tozsamoscecosfl. = c, gdzie e
jest odlegloscia punktu geodezyjnej od osiOz, IL jest katem pomiedz.y geodezyjna a równoleznikiem,

n
O ,;;; fi. ,;;; -, a c jest stala liczba.

2

Korzystajac z twierdzenia Clairaut'a wyznaczymy linie geodezyjne na torusie i na walcu:
1. walec- niech m bedzie dowoinym punktem walcaW, a r promieniem równoleznika L
przechodzacego przez punktm. Rozwazmy geodezyjna przechodzaca przez punktm pod katem
fi. = O do równoleznika L. Z twierdzenia Clairaut'a wynika, ze e= r i cos p.= I, czyli w kazdym
punkcie zachod~i p.= O i geodezyjna pokrywa sie z równoleznikiemL. Rozwazmy teraz
geodezyjna przechodzaca przez punktm pod katem fi.= n/2 do L.

Z twierdzenia mamy ecosfl.= O, czyli w kazdym punkcie fi.= n/2 i geodezyjna pokrywa sie
z poludnikiem. Niech terazO < fi. < n/2, mamy wiec, ze ecos fi.:= c, ale e= r w kazdym
punkcie - wynika stad, ze fi.= const. w kazdym punkcie geodezyjaej. A to znaczy, Ze
geodezyjne to linie spir.alne przecinajace równolezniki pod stalym katem. Sa to wszy~tkie
mozliwe geodezyjne na walcu. Zauwazmy jeszcze jedna ciekawa wlasnosc geodezyjnych na
walcu: dowolne dwa punkty wilIca moga byc na ogól polaczone nieskonczenie wieloma
rÓ:l:nymigeodezyjnymi, w odI:ó:l:nieniu od plaszczyzny, gdzie dwa dowolne punkty mozemy
polaczyc dokladnie jedna prosta.
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Rys. 7 Ten odcinek
geodezyjnej nie jest
naj krótsza linia
laczaca punkty p i q.

Poró\' nanie wielko~ci naszej Galaktyki
z odlegloscia NGC24t9 i Obloków Magellana

2. torus - niechR i r beda promieniami odpowiednio najmniejszego i najwiekszego
równoleznika. Podobnie jak wyzej z twierdzenia Clairaut'a wnioskujemy, ze geodezyjnymi na

torusie sa poludniki, najmniejszy i najwiekszy równoleznik. Niechc bedzie promieniem
równqleznika. Jeslir < C < R, to geodezyjna waha sie pomiedzy dwoma równoleznikami
o promieniu c majac ksztalt podobny do sinusoidy. Istnieja takze geodezyjne nieskonczenie
wiele razy zawijajace sie na torusie, nieograniczenie zblizajace sie (z obu stron) do najmniejszego
równoleznika.

Przyklad torusa pokazuje, ze nie kazdy równoleznik jest geodezyjna, jak to bylo w przypadku
walca. Dlaczego tak jest, wyjasnia l1astepujace twierdzenie:równoleznik na powierzchni obrotowej
jest geodezyjna wtedyi tylko wtedy, gdy jest generowany przez obrót punktu na krzywej
tworzacej, w którym styczna do krzywej jest równolegIa do osiOz.

Zauwazmy, ze "bycie" geodezyjna jest tylko warunkiem koniecznym minimalnosci dlugosci
linii. Oczywiscie (patrz przyklad walca) nie kazda geodezyjna laczaca dwa dane punkty jest

najkrótsza sposród. wszystkich krzyw.ych laczacych te dwa punkty. Mozemy zauwazyc, ze np. na
sferze dwa punkty lezace na pewnym kole wielkim (czyli na geodezyjnej), nieantypodyczne,
odcinaja dwa odcinki geodezyjnej, wiekszy z nich jest nadal geodezyjna, ale wcale nie jest to
najkrótszy odcinek laczacy te punkty. Za to ten drugi, krótszy odcinek, tez geodezyjny, jest
dobry - on to realizuje minimum. Stad intuicyjny wniosek - byc moze nalezy zajmowac sie
malymi odcinkami geodezyjnych. I rzeczywiscie mozna udowodnic twierdzenie, zesposród

wszystkich krzywych laczacych dwa dane punkty w dostatecznie malym zbiorze je zawierajacym
najmniejsza dlugosc ma wlasnie geodezyjna.I w ten sposób nasz problem zostal rozwiazany.

Patrz w niebo

Luty jest miesiacem, w którym piekne zimowe gwiazdozbiory zaczynaja coraz wczesniej
zachodzic, natomiast charakterystyczne, wiosenne gwiazdozbiory Lwai Panny sa jeszcze nisko
nad wschodnim horyzontem. Miedzy nimi - nieciekawe na pierwszy rzut oka lutowe
gwiazdozbiory Rysia, Raka i Weza Wodnego. W konstefacji Rysia najjasniejsza gwiazda jest

dopiero trzeciej wielkosci gwiazdowej. Jest jednak w tej okolicy przynajmniej jeden obiekt, ~tóry
zasluguje na uwage. Zajmiemy sie dzisiaj gromada kulista NGC 2419. Nazwa, jak zwykle, nic
nie mówi. Obiekt ledwo dostrzegalny dopiero przez bardzo dobre lornetki. Jest to tzw.
Miedzygalaktyczny Wlóczega - najbardziej oddalona od naszej Galaktyki skatalogowana
gromada kulista, która jest zwiazana z nia, najprawdopodobniej, silami grawitacyjnymi, co
oznacza, ze obiega Galaktyke po orbicie ogromnych rozmiarów. NGC2419 jest odlegla od

centrum Drogi M lecznej o210 tysiecy lat swietlnych. Jest toodleglosc wieksza niz odleglosc
najblizszych niezaleznych galaktyk - Obloków Magellana. Szczególowe poszukiwania
doprowadzily w ostatnich latach do odkrycia wielu bardzo slabych i odleglych gromad.
Niektóre z nich sa niewatpliwie bardziej od nas oddalone niz Obloki MagelIaRa (oba Obloki
sa malymi nieregularnymi galaktykami okrazajacymi nasza, duza Droge Mleczna).
Rodza sie tu duze watpliwosci, czy niektóre z gromad nie sa zupelnie niezaleznymi, samotnie
biegnacymi przez przestrzen obiektami. Obecnie znamy ok.100 gromad kulistych nalezacych

. do naszej Galaktyki (Patrz w niebo6/1979). Ogromna wiekszosc zawarta jest w kuli o promieniu
ok. 65 tysiecy lat swietlnych i srodkiem w Centrum Galaktyki.

Odpowiedz na pytanie, czy istnieja, samotne gromady kuliste o zdecydowanie mniejszych masach
niz masy galaktyk (najwieksze z gromad nie róznia sie wiele swoja struktura od malych
galaktyk eliptycznych) mialaby duze znaczenie dla kosmologów i teoretyków, którzy zajmuja
sie ewolucja galaktyk. Powstaloby oczywiscie pytanie - skad takie obiekty sie wziely - czy
powstaly jednoczesnie z galaktykami (lub wczesniej) i nie wszystkie zostaly zlapane przez
galaktyki. A moze wszystkie gromady przez czesc przynajmniej swojego zycia byly czlonkami
jakichs galaktyk, ale niektóre z nich na skutek róznych perturbacji i oddzialywan miedzy
galaktykami zostaly z nich wyrzucone w gleboka przestrzen.
Ze wzgledu na stosunkowo niewielkie odleglosci galaktyk miedzy soba (w porównaniu do ich
wlasnych rozmiarów) "przekrój czynny" na "zderzenie" ewentualnej samotn~j gr.omady
z galaktyka jest stosunkowo duzy. Zderzenie takie konczyloby sie przewaznie zlapaniem
gromady na orbite wokól galaktyki. Wszystkie te czynniki bardzo komplikuja obraz.
Obecnie kosmologowie rozwijaja wiele teorii, które tlumaczylyby powstawanie i wczesna
ewolucje takich obiektów jak galaktyki i gromady kuliste. Dotychczas nie stworzono modelu,
który bylby wolny od wszelkich zarzutówiwychodzil zwyciesko z wszystkich konfrontacji
'z testami obserwacyjnymi. Na pewno jednak potwierdzenie lub odrzucenie istnienia samotnych
gromad bedzie mialo znaczacy wplyw na ksztaltowanie sie naszych pogladów na powstawanie
i ewolucje galaktyk i i<;hoddzialywanie miedzy soba.

mgr Tomasz CHLEBOWSKJ
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