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Rozwiazanie zadania M 250. Przypuscmy
ze nasz ulamek ma okres o dlugoscik

cyfr. laczynajacy sie od l-tej cyfry bedacej

cze~cia lapisu n-cyfrowej liczby 2m.

Zauwaimy teraz, *e beda sie powtartac
równlcl kn-cyfrowe odcinki na~J:cgo zapisu

i ze istnieja dwie kolejne potegi dwójki
majace dokladnie kil cyfr. (Gdyby tak nie

bylo, micliby':'my 2P I ~: 101n. 2"'" l 3-
> 10k/ltl• c/yli 4 2ptl/2P-I> 10, co jest

nicmo/liwe). Wynika stad jednak, ze
dostatecznie daleko mamy dwie sa~iednie

kil - cyfrowe grupy cyfr. I których jedna

jest I,a'pisem 2P•il druga - 2P+1• Grupy te

sa wiec rózne, co prJ:CC1Ylulozeniu istnienia
okresu dlugosci kil. l.l wiec i k.

--
ROJwiazanie tadania F 88. Do rozwazan

jakosdowych mozna przyjac, ze

(Szybkosc suszenia) ~(P- pl,

dzie: P - preznosc pary nasyconej

w temperaturze ciec/y· parujacej

p - preznosc pary wodnej w

w powictrLu.

W idealnie s/c/elnym i stosunkowo niewielkim

pomiesLc/eniu proces suszenia ulega
zahamowaniu. Realne mieszkanie zawiera

nics/czclnosci, przez które wyplywa

powietrze cieple, a naplywa zimne. To

o~tatnie, mimo iz zawiera pare nasycona,

przynosi mniej wilgoci~ niz jej odplywa na

Lcwnatrl. Bilansc: cieplny (z uwzglednieniem

ciepla doprowadzonego np. przez kaloryfery)

ora7 materialowy (zawartoscI wody

w mieszkaniu) ustalaja odpowiednia wartosc
wyrazenia (P- p). Zwykle jest ono male

i suszenie moze trwac dlugo. Otwarcie

lufcika jest l.amicr/onym Lwiekszeniem

nieszcLclno\l:i. przyspieszajacym wysychanie

bieli lny d.tieki w.zrostowi róznicy preznosci.
Ale nie tylko -- intensywniejsze prady

konwekcyjne zwiekszaja predkosc powietrza
wzgledcnl powierzchni suszonej, co równiez

daje pozadany skutek. Doswiadczenie

zyciowe gospodyni podpowiada jej, jak
dalece nalezy rozhermetyzowac mieszkanie.

Przesada i tym razem nie jest wskazana.
Dlaczego?

o poczatkach metody aksjomatycznej

Dr Jan WASZKIEWICZ

Jak'juz pisalem (Delta 3/1979), metode dedukcyjna i jej najdoskonalsza postac - metode

aksjomatyczna mozna wyprowadzic ze zwyklej praktyki dyskusji, niezmiernie rozpowszechnionych
w starozytnej Grecji. Warto zobaczyc, co o strukturze pierwszego znanego nam aksjomatycznego
wykladu matematyki - "Elementów" Euklidesa moze n'am powiedziec taka interpretacja.
Euklides podzielil swoje "Elementy" na 13 ksiag, z których kazda rozpoczyna definicjami
nowo wprowadzanych pojec. W pierwszej ksiedze po dwudziestu trzech definicjach nastepuja
podstawowe stwierdzenia, przyjmowane bebdowodu (a wiec aksjomaty, we wspólczesnym
rozumieniu tego slowa). Zostawmy na boku definicje, które warte sa osobnego omówienia.
Warto moze jedynie powiedziec, ze równiez wsród nich kryja sie twierdzenia, dotyczace natury
definiowanych obiektów, które we wspólczesnych ujeciach wlaczone bylyby raczej do systemu
pewników, badz z pewników wyprowadzone. Tak wiec definicje i pewniki nalezy rozpatrywac
lacznie, jako podstawe calego systemu.
Po definicjach nastepuja postulaty i aksjomaty, których liste za chwile przytocze. Tutaj jeszcze
wspomne, ze w terminologii Euklidesa pierwsza grupa oznaczona jest slowem"wymagania"

(slowo "postulatum" jest doslownym lacinskim tlumaczeniem tego terminu), natomiast druga
grupa stwierdzen nazwana jest"pojeciami ogólnymi".
A oto spis postulatów, przytoczony za ksiazka ,,0Elementach Euklidesa",PWN, Warszawa 1956:

,,/. Zaklada sie, ze od kazdego punktu do kazdego punktu mozna poprowadzic linie prosta.

2. I ze ograniczona prosta mozna ciagle przedluzac po prostej.
3. I ze z kazdego srodka kazdym rozwarciem mozna zakreslic kolo.
4. I ze wszystkie katy proste sa równe miedzy soba.

5. I jezeli prosta padajaca na dwie proste tworzy Po jednej stronie katy wewnetrzne, którew sumie
sa mniejsze od dwóch prostych, to te proste przedluzone nieograniczenie schodza sie po tej stronie,
po której katy te w sumie sa mniejsze od dwóch prostych".

Ostatni postulat, slynny "postulat o równoleglych" jest juz w samej swojej formie wyraznie
rózny od pozostalych. Nic wiec.dziwnego, ze to on wlasnie budzil liczne kontrowersje w ciagu
stuleci. Ale nie o tym teraz mowa.
A oto spis aksjomatów:
,,/. Równe jednemui temu samemu sa miedzy soba równe.

,2. /jezeli do równych dodaje sie równe, toi cale sa równe.
3. I jezeli od równych odejmuje sie równe, to reszty sa równe.
4. I wzajemnie przystajace sa miedzy soba rÓwne.

5. I cale jest wieksze od czesci".

Jak mozna uzasadnic podzial podstawowych zalozen systemu na te dwie grupy? Pierwsza,
rzucajaca sie w oczy róznica polega na tym, ze wszystkie postulaty bezposrednio dotycza
obiektów geometrycznych - dotycza wiec samego przedmiotu rozprawy, niejako okreslaja jej
przedmiot i zakres. Natomiast aksjomatom mozna nadac znaczenie znacznie ogólniejsze -
nie wspomina sie w nich bowiem o zadnych obiektach geometrycznych, a jedyny geometryczny
termin "przystawanie" w aksjomacie 4 nie musi byc (i tak zapewne bylo w czasach Euklidesa)
interpretowany we wspólczesny, czysto geometryczny sposób. Druga róznica widoczna jest
w sposobie, w jaki obie te grupy uzywane sa w tekscie "Elementów". Otóz z postulatów
korzysta sie (na ogól) swiadomie, otwarcie powolujac sie na nie w rozumowaniach
matematycznych. Natomiast aksjomaty sa rejestrem (nie wszystkich!) sadów, które wykorzystuje
sie z reguly milczaco. Dopiero glebsza analiza pokazuje nam, w których miejscach i jaki uzytek
z nich uczyniono.
Tak wiec, mozna powiedziec, ze inicjujac. dyskusje nad geometria, Euklides rozpoczal ja od
stwier.dzen, które mozna ujac nastepujaco. "Uzywane przeze mnie pojecia znacza dla mnie
co nastepuje (tutaj nastepowalaby lista definicji) ... Od dyskutujacego domagam sie (postuluje)
akceptacji nastepujacych stwierdzen (tu wymienic naleialoby postulaty) ... Wreszcie, uwazam
.za oczywiste i beda w dalszym ciagu milczaco wykorzystywal nastepujace stwierdzenia (i tutaj
wymienic nalezy aksjomaty) ... "

Podzial pewników na dwie grupy nie jest wlasciwy jedynie Euklidesowi. Stosuje go równiez
w swoim traktacie ,,0 kuli i walcu" Archimedes (choc nie jest jasne, czy kryterium podzialu
jest dokladnie to samo co u Euklidesa, o róznicach swiadczy chocby inne nazewnictwo obu
grup). Pierwszy zas kodyfikator metody dedukcyjnej, Arystoteles, piszac o postulatach zestawia
je z "hipotezami". Jedne i drugie przyjmowane sa przez nauczyciela (prowadzacego dyskusje)
bez dowodu. Hipotezy przyjmowane sa chetnie, czy wrecz traktowane za oczywiste, przez obie
strony, natomiast takiego wymogu oczywistosci nie stawia sie postulatom. Obie strony moga
nie miec o nich wyrobionego zdania, badz nawet byc zdania przeciwnego.
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Rozwiazanie zadania M 252. Gdyx jest

dowolna liczba parzysta, liczbaP(x) - PW) =
= anx"+ ... +alx jest parzysta,
a wiec P(x) jest nieparzyste. Z kolei gdyx
jest nieparzyste. mamy

P(x)-P(I) =.an(xn-I)+ ... +a,(x-l)

i poniewaz potegi x sa nieparzyste. równiez

P(x)- P(l) jest parzyste. Wobec tego P(x)
jest nieparzyste i wobec tego zadna liczba
calkowita nie moze byc pierwiastkiem P(x).

Rozwiazanie zadania F 89. W danym

problemie powietrze mozna traktowac jak
gaz doskonaly. Wobec tego, energia

wewnetrzna powietrza za wartego

w mieszkaniu równa sie iloczynowi liczby
czasteczek i ich sredniej energii kinetycznej,

badz, co na jedno wychodzi. proporcjonalna
do iloczynu liczby moli gazu i jego

temperatury bezwzglednej. W naszym

przypadku jest to usredniona przestrzennie
temperatura mieszkania

u - nT.

Wlaczenie piecyka podwyzsza temperature

gazu I a jednoczesnie nastepuje zmiana jego
ilosci (czesc rozgrzanego gazu o wiekszym
cisnieniu przenika do atmosfery przez
nieszczelnosci). Eliminujac liczbe molin

za pomoca równania ClapeyconaPV =
= nRT otrzymuje sie ostatecznie:

Wynik nie zalezy od temperatury. Jesli
w trakcie nagrzewania wartosc wyrazenia

stojacego w liczniku nie ulegnie zmianie
(w jakich przypadkach moze to nastapic?).

energia wewnetrzna powietrza zawartego
w mieszkaniu równiez sie nie zmieni. Po
cóz ogrzewamy wiec mieszkania? Na to
pytanie Czytelnik z pewnoscia sam odpowie.
W rozwiazaniu pominelismy milczeniem
wspólczynnik proporcjonalnosci w pierwszej

z relacji. Jest nim molowe cieplo wlasciwe
przy stalej objetosci. Przyjelismy jego

stalosc w ramach rozpatrywanego modelu.

Dokladniej rzecz biorac, poszczególne

skladniki powietrza róznia sie wartoscia
tego ciepla. Czytelnik zechce sprawdzic,
iz nawet po uscisleniu wynik pozostaje
sluszny, o ile sklad mieszaniny gazowej
nie ulega zmianie.

Mozna wiec powiedziec, ze zadaniem hipotez, czy tez aksjomatów (w terminologii Euklidesa
symptomatycznie nazwanych "pojeciami ogólnymi" .czy tez "powszechnymi"') byloby jawne
ujecie pewnych elementów "zdrowego rozsadku", czy tez intuicji wspólnej dyskutantom. Jesli
tak, to powstaje pytanie, jaka role moga pelnic takie ustalenia.
Wydaje sie, ze pelnia one glównie role selekcjonujaca potencjalnych rozmówców (tak, jak
postulaty okreslaly zakres dyskusji). Deklarujac je, prowadzacy dyskusje stwierdzal, ze bedzie
rozmawial jedynie z tymi, którzy podobnie jak on akceptuja pewne powszechne sady. Jednakze
postepowanie takie ma sens jedynie wówczas, gdy wsród potencjalnych dyskutantów zdarzyc
sie moga tacy, którzy nie akceptuja sadów oczywistych dla innych i swoimi sprzeciwami
paralizowaliby spór z chwila, gdy prowadzacy go uzywaliby niedozwolonych (ich zdaniem)
argumentów.

Czy jednakze mozna byloby znalezc ludzi, którzy watpiliby w prawdziwosc zdania, ze, ,cale jest
wieksze od czesci"? Tak, byli tacy i bynajmniej nie nalezeli do rzadkosci.
Cala szkola myslicieli sklonnych do odrzucenia przynajmniej niektórych aksjomatów Euklidesa
zapoczatkowana zostala na przelomie VI i V wieku przed nasza era przez Parmenidesa. Od
nazwy miejscowosci, w której urodzil sie i dzialal Parmenides (i jego uczniowie), nosi ona
nazwe elejskiej. Grupe te wysuwamy na poczatek dlatego, ze jej posrednia rola dla rozwoju
matematyki jest trudria do przecenienia. Sarn Parmenides uchodzi za pierwszego, który

/uzasadnial wypowiadane przez siebie sady - a wiec za twórce dialektycznej metody filozofii,
a posrednio - metody dedukcyjnej. W swoim zaufaniu do dedukcji posuwal sie Parmenides
tak daleko, ze w przypadku rozbieznosci miedzy wynikami swoich rozumowan (nie zawsze
w pelni poprawnych) a swiadectwami danych zmyslowych - opowiadal sie po stronie tych
pierwszych. Prowadzilo to wprawdzie do wielu pogladów brzmiacych dla nas dziwnie, ale
mialo dla rozwoju nauk dedukcyjnych daleko idace znaczenie. Postawe zblizona do postawy
Parmenidesa reprezentuja po dzis dzien liczni matematycy (juz sarn wybór pracy nad badaniem
tworów czysto abstrakcyjnych swiadczy o systemie wartosci), a i wsród fizyków teoretyków
mozna znalezc wielu jej zwolenników ...

Nas tu interesuje wszakze uczen Parmenidesa, Zenon z Elei, który zostawil po sobie kilka
paradoksów (aporii - co w doslownym znaczeniu oznacza trudnosci), majacych na celu
pokazanie, ze nie istnieje ruch, ani mnogosc (czy tez wielosc). Wniosek, który stad wysuwal,
byl taki, ze to, co istnieje naprawde (a nie tylko w zludnym swiecie naszych wrazen
zmysloWych), musi byc jedno, niepodzielne i niezmienne. Nie miejsce tu na rozwazanie
filozoficznych koncepcji Zenona, warto jednakze z.auwazyc, ze jego aporie przez wiele stuleci
zaprzataly uwage filozofów oraz przedstawicieli nauk, które z ruchem i wieloscia maja do
czynienia - matematyki i fizyki. Jeszcze obecnie zdarzaja sie nowe poswiecone im opracowania,
a autorowi tego artykulu znany jest wspólczesny przypadek, kiedy powazne potraktowanie
paradoksów Zenona doprowadzilo do przewartosciowania podstawowych koncepcji
matematyki. Pozwolilo to zbudowac alternatywny system teorii mnogosci daleko odbiegajacy od
powszechnie przyjmowanego, równiez akceptowalny z czysto logicznego punktu widzenia,
a powodujacy istotne zmiany w calym nadbudowywanym nad teoria mnogosci gmachu
matematyki. (Chodzi tu o tzw. alternatywna teorie mnogosci czeskiego matematyka Petra
Vopenki).

Dwa sposród paradoksów Zenona - paradoks strzaly i paradoks Achillesa scigajacego sie

z zólwiem - sa dobrze znane. Poswiecmy wiec nieco uwagi dwóm innym.
Najbardziej znana sposród skierowanych przeciw wielosci "aporia miary" doszla do nas
W sformulowaniu: "Jesli istnieje mnogosc, to powinna ona jednoczesnie byc wielka i mala i przy
tym wielka bez granic i mala bez granic". Czytelnika zainteresowanego prawdopodobnym
tokiem rozumowania Zenona odeslac musze do pierwszego tomu"Historii matematyki" (praca
zbiorowa pod redakcjaA. P. Juszkiewieza),Warszawa 1975, PWN, gdzie znalezc mozna analize
zarówno tej, jak i innych aporii. Dla nas w tym miejscu bedzie wazne jedynie nastepujace
spostrzezenie. Jesli wezmiemy mnogosc wielka bez granic, to J)a mocy aporii miary jest on~
jednoczesnie mala bez granic. Pierwszy aksjomat Euklidesa daje nam wiec równosc wielkiego
bez granic i malego bez granic. To, ze w wielkosci wielkiej bez granic znajdziemy czesc mala
bez granic, jest latwe do pokazania metodami nie odbiegajacymi od stosowanych przez Zenona.
Czesc wiec bedzie równa calosci ...

Oczywiscie mozna przyjac te aporie za prawdziwa i w zwiazku z tym odmówic sobie i innym
prawa uzywania aksjomatów Euklidesa i wniosków, które za ich pomoca otrzymano. Mozna
tez odrzucic rozumowanie (nie jest ono w pelni poprawne), badz stosowane w nim nieostre
pojecia ... Nie twierdze, ze wszystkie wyjscia sa równie dobre, czy prowadza do równie
interesujacych konsekwencji. Wiadomo tylko, ze po sformulowaniu aporii trzeba bylo jakos do
nich ustosunkowac sie. Mozna to bylo zrobic chocby tak, jak Euklides. Ustalajac swoje
aksjomaty odmówil on po prostu dyskusji nad problemami pasjonujacymi Zenona i licznych
jego uczniów. Nazwa, jaka nadal swoim aksjomatom - "pojecia ogólne", swiadczy ze uczynil
to zgodnie ze swoimi najglebszymi przekonaniami, nie zas dla samej przyjemnosci toczenia sporu
w imie zasady "zobaczymy, co z tego wyniknie" ...
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