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O poczatkach metody aksjomatyczne;

Dr Jan WASZKIEWICZ

Jak%uz pisalem (Delta 3/1979), metodg dedukcyjna i jej najdoskonalsza posta¢ — metode
aksjomatyczng mozna wyprowadzi¢ ze zwyklej praktyki dyskusji, niezmiernie rozpowszechnionych
w starozytnej Grecji. Warto zobaczy¢, co o strukturze pierwszego znanego nam aksjomatycznego
wykladu matematyki — ,,Elementéw’ Euklidesa moze nam powiedziec taka interpretacja.
Euklides podzielit swoje ,,Elementy™ na 13 ksiag, z ktorych kazda rozpoczyna definicjami

nowo wprowadzanych pojeé. W pierwszej ksigdze po dwudziestu trzech definicjach nastgpujg
podstawowe stwierdzenia, przyjmowane bez dowodu (a wige aksjomaty, we wspoélczesnym
rozumieniu tego sfowa). Zostawmy na boku definicje, ktore warte sa osobnego omoéwienia.

Warto moze jedynie powiedzie¢, ze rowniez wérod nich kryja si¢ twierdzenia, dotyczace natury
definiowanych obiektow, ktore we wspolczesnych ujeciach wlaczone bylyby raczej do systemu
pewnikow, badz z pewnikow wyprowadzone. Tak wigc definicje i pewniki nalezy rozpatrywac
{acznie, jako podstawe calego systemu.

Po definicjach nastgpuja postulaty i aksjomaty, ktorych list¢ za chwilg przytocze. Tutaj jeszcze
wspomne, ze w terminologii Euklidesa pierwsza grupa oznaczona jest stowem ,,wymagania™
(stowo ,, postulatum™ jest dostownym lacinskim tlumaczeniem tego terminu), natomiast druga
grupa stwierdzen nazwana jest ,,pojeciami ogdlnymi®.

A oto spis postulatow, przytoczony za ksiazka ,,0 Elementach Euklidesa”, PWN, Warszawa 1956:

..1. Zaklada sie, ze od kaidego punkitu do kazdego punktu mozina poprowadzic¢ linie prosiq.

2. | Ze ograniczonq prostq mozna ciggle przedluzaé po prostej.

3. I ze z kazdego srodka kazdym rozwarciem mozna zakresli¢ kolo.

4. 1 Ze wszystkie kqty proste sq réwne migdzy sobq.

5. I jezeli prosta padajqca na dwie proste tworzy po jednej stronie kqty wewnetrzne, ktore w sumie
sq mniejsze od dwdch prostych, to te proste przediuzone nieograniczenie schodzq si¢ po tej stronie,
po ktdrej kqty te w sumie sq mniejsze od dwdch prostych”.

Ostatni postulat, stynny ,,postulat o rownoleglych™ jest juz w samej swojej formie wyraznie
rozny od pozostalych. Nic wigc.dziwnego, ze to on wiasnie budzil liczne kontrowersje w ciagu
stuleci. Ale nie o tym teraz mowa.

A olo spis aksjomatow:

1. Rowne jednemu i temu samemu sq miedzy sobq rowne.

. 1 jezeli do rownych dodaje sie rowne, to i cale sq réwne.

. 1 jezeli od réwnych odejmuje sie réwne, to reszty sq rowne.

. I wzajemnie przystajace sq miedzy soba réwne.

. 1 cale jest wigksze od czesci™.

b & o

Jak mozna uzasadni¢ podzial podstawowych zalozen systemu na te dwie grupy? Pierwsza,
rzucajaca si¢ w oczy roznica polega na tym, ze wszystkie postulaty bezposrednio dotycza
obiektow geometrycznych — dotyczg wigc samego przedmiotu rozprawy, niejako okreslaja jej
przedmiot i zakres. Natomiast aksjomatom mozna nadac znaczenie znacznie ogolniejsze —

nie wspomina si¢ w nich bowiem o zadnych obiektach geometrycznych, a jedyny geometryczny
termin ,,przystawanie” w aksjomacie 4 nie musi by¢ (i tak zapewne bylo w czasach Euklidesa)
interpretowany we wspolczesny, czysto geometryczny sposob. Druga roznica widoczna jest

w sposobie, w jaki obie te grupy uzywane sa w tekscie ,,Elementow™. Ot6z z postulatow
korzysta si¢ (na ogol) swiadomie, otwarcie powolujac si¢ na nie w rozumowaniach
matematycznych. Natomiast aksjomaty sg rejestrem (nie wszystkich!) sadow, ktore wykorzystuje
sig z reguly milczaco. Dopiero glebsza analiza pokazuje nam, w ktorych miejscach i jaki uzytek
z nich uczyniono.

Tak wigc, mozna powiedzie¢, Zze inicjujac.dyskusj¢ nad geometria, Euklides rozpoczat ja od
stwierdzen, ktére mozna ujac¢ nastgpujaco. ,,Uzywane przeze mnie poj¢cia znacza dla mnie

co nastepuje (tutaj nastgpowalaby lista definicji)... Od dyskutujacego domagam si¢ (postulujg)
akceptacji nastepujacych stwierdzen (tu wymieni¢ nalezaloby postulaty)... Wreszcie, uwazam
za oczywiste i bgda w dalszym ciagu milczaco wykorzystywal nastgpujace stwierdzenia (i tutaj
wymieni¢ nalezy aksjomaty)...”

Podzial pewnikow na dwie grupy nie jest wiasciwy jedynie Euklidesowi. Stosuje go rowniez

w swoim traktacie ,,O kuli i walcu™ Archimedes (choé nie jest jasne, czy kryterium podzialu
jest dokladnie to samo co u Euklidesa, o réznicach §wiadczy choéby inne nazewnictwo obu
grup). Pierwszy za$ kodyfikator metody dedukcyjnej, Arystoteles, piszac o postulatach zestawia
je z ,,hipotezami”. Jedne i drugie przyjmowane sg przez nauczyciela (prowadzacego dyskusjg)
bez dowodu. Hipotezy przyjmowane s3 chetnie, czy wrecz traktowane za oczywiste, przez obie
strony, natomiast takiego wymogu oczywistosci nie stawia si¢ postulatom. Obie strony moga
nie mie¢ o nich wyrobionego zdania, badZ nawet by¢ zdania przeciwnego.
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Rozwigzanie zadanin M 252, Gdy x jest
dowolng liczby parzysta, liczba P(x)- P(0) =
= g X"+ _.. +a,x jesl parzysta,
a wige P(x) jest nieparzyste. Z kolei gdy x
jest nieparzyste, mamy

P(x)= P(1} =.aa(x"= 1)+ ... +a(x=1)
| poniewaz potggi x sa nieparzyste, rowniez
P(x)— P(1) jest parzyste. Wobec tego P(x)
jest nieparzyste i wobec tego Zadna liczba

cilkowita nie moze by¢ pierwiastkiem Plx).

X...]
Rozwigzanie zadania F 89. W danym
problemie powictrze mozna traktowad jak
gaz doskonaly, Wobec tego, energia
wewngirzna powietrza zawariego
w miesekaniu rowna sig iloczynowi liczby
czasteczek i ich dredniej energii Kinetycznej,
badi, co na jedno wychodzi, proporcjonalna
do iloczynu liczby moli gazu i jego
temperatury bezwzglednej. W naszym
przypadku jest to usredniona przestrzennie
temperatura mieszkania
U~ aT.
Wigczenie piecyka podwyZsza temperaturg
gazu, a jednoczesnie naslgpuje zmiana jego
ilosei (czesé rozgrzanego gazu o wickszym
cisnieniu przenika do aimosfery przez
nieszczelnoici). Eliminujge liczbe moli »
za pomocq rdwnania Clapeyrona PV =
= nRT otrzymuje si¢ ostatecznie:

e
U s

Wynik nie zalezy od temperatury. Jesli

w trakcie nagrzewania wartos¢ wyraZenia
stojacego w liczniku nie ulegnie zmianie

(w jakich przypadkach moZe to nastapic¢?),
energia wewngirzna powietrza zawartego

w mieszkaniu rowniez sig nie zmieni. Po
cok ogrzewamy wige mieszkania? Na to
pytanic Czytelnik z pewnodciq sam odpowie,
W rozwigzaniu pominglismy milczeniem
wspolczynnik proporcjonalnosci w pierwszej
z relacji. Jest nim molowe cieplo wlasciwe
przy stalej objetosci. Przyjelismy jego
stalosé w ramach rozpatrywanego modelu,
Dokladniej rzecz biorac, poszezegéine
skladniki powictrza rdinig si¢ wartodcia
tego ciepla, Czytelnik zechce sprawdazié,

it nawet po uécisleniu wynik pozostaje
stuszny, o ile sklad mieszaniny gazowej

nic ulega zmianie,

Mozna wigc powiedziec, ze zadaniem hipotez, czy tez aksjomatow (w terminologii Euklidesa
symptomatycznie nazwanych ,,pojeciami ogolnymi” czy tez ,,powszechnymi’’) byloby jawne
ujecie pewnych elementow ,,zdrowego rozsadku™, czy tez intuicji wspolnej dyskutantom, Jesli
tak, to powstaje pytanie, jaka rolg moga pelnic¢ takie ustalenia.

Wydaje sig, Zze petnig one gléwnie role selekcjonujaca potencjalnych rozmoéwcow (tak, jak
postulaty okreslaly zakres dyskusji). Deklarujac je, prowadzacy dyskusje stwierdzal, ze bedzie
rozmawial jedynie z tymi, ktorzy podobnie jak on akceptuja pewne powszechne sady. Jednakze
postepowanie takie ma sens jedynie wowczas, gdy wsrod potencjalnych dyskutantow zdarzyé
sie moga tacy, ktorzy nie akceptujg sadow oczywistych dla innych i swoimi sprzeciwami
paralizowaliby spor z chwila, gdy prowadzacy go uzywaliby niedozwolonych (ich zdaniem)
argumentow.

Czy jednakZe mozna byloby znalez¢ ludzi, ktorzy watpiliby w prawdziwoéé¢ zdania, 7e ,,cale jest
wigksze od czesci”? Tak, byli tacy i bynajmniej nie nalezeli do rzadkosci.

Cala szkola myslicieli sklonnych do odrzucenia przynajmniej niektérych aksjomatow Euklidesa
zapoczatkowana zostala na przelomie VI i V wieku przed naszg erg przez Parmenidesa. Od
nazwy miejscowosci, w ktorej urodzil sig i dzialal Parmenides (i jego uczniowie), nosi ona
nazwe elejskiej. Grupe te wysuwamy na poczatek dlatego, e jej posrednia rola dla rozwoju
matematyki jest trudna do przecenienia. Sam Parmenides uchodzi za pierwszego, ktory
uzasadnial wypowiadane przez siebie sady — a wiec za tworce dialektycznej metody filozofii,

a posrednio — metody dedukcyjnej. W swoim zaufaniu do dedukcji posuwal si¢ Parmenides
tak daleko, ze w przypadku rozbieznosci miedzy wynikami swoich rozumowan (nie zawsze

w pelni poprawnych) a $wiadectwami danych zmyslowych — opowiadal si¢ po stronie tych
pierwszych. Prowadzilo to wprawdzie do wielu pogladéow brzmiacych dla nas dziwnie, ale
mialo dla rozwoju nauk dedukcyjnych daleko idace znaczenie. Postawe zblizong do postawy
Parmenidesa reprezentuja po dzis dzien liczni matematycy (juz sam wybor pracy nad badaniem
tworow czysto abstrakeyjnych éwiadczy o systemie wartosci), a i wirod fizykow teoretykow
mozna znalez¢ wielu jej zwolennikow, ..

Nas tu interesuje wszakze uczen Parmenidesa, Zenon z Elei, ktory zostawil po sobie kilka
paradoksow (aporii — co w dostownym znaczeniu oznacza trudnosci), majacych na celu
pokazanie, ze nie istnieje ruch, ani mnogos¢ (czy tez wielos¢). Wniosek, ktory stad wysuwal,

byt taki, ze to, co istnieje naprawde (a nie tylko w ztudnym $wiecie naszych wrazen
zmystowych), musi by¢ jedno, niepodzielne i niezmienne. Nie miejsce tu na rozwazanie
filozoficznych koncepcji Zenona, warto jednakze zauwazy¢, ze jego aporie przez wiele stuleci
zaprzataly uwage filozofow oraz przedstawicieli nauk, ktore z ruchem i wieloscig maja do
czynienia — matematyki i fizyki. Jeszcze obecnie zdarzaja si¢ nowe poswigcone im opracowania,
a autorowi tego artykulu znany jest wspolczesny przypadek, kiedy powazne potrakiowanie
paradoksow Zenona doprowadzito do przewartosciowania podstawowych koncepcji
matematyki. Pozwolito to zbudowac alternatywny system teorii mnogosci daleko odbiegajacy od
powszechnie przyjmowanego, rowniez akceptowalny z czysto logicznego punktu widzenia,

a powodujacy istotne zmiany w calym nadbudowywanym nad teoria mnogosci gmachu
matematyki. (Chodzi tu o tzw. alternatywna teori¢ mnogosci czeskiego matematyka Petra
Vopénki).

Dwa sposrod paradoksow Zenona — paradoks strzaly i paradoks Achillesa scigajacego sie

z zolwiem — sa dobrze znane. Poswigcmy wigc nieco uwagi dwom innym.

Najbardziej znana sposrod skierowanych przeciw wieloéci ,,aporia miary™ doszla do nas

w sformulowaniu: ,,Jesli istnieje mnogos¢, to powinna ona jednoczesnie by¢ wielka i mala i przy
tym wielka bez granic i mala bez granic™. Czytelnika zainteresowanego prawdopodobnym
tokiem rozumowania Zenona odestac musze do pierwszego tomu ,, Historii matematyki® (praca
zbiorowa pod redakcija A. P. Juszkiewicza), Warszawa 1975, PWN, gdzie znaleZ¢ mozna analize
zarowno tej, jak i innych aporii. Dla nas w tym miejscu bedzie wazne jedynie nastgpujace
spostrzezenie. Jesli wezmiemy mnogo$¢ wielka bez granic, to na mocy aporii miary jest ona
jednoczesnie mala bez granic. Pierwszy aksjomat Euklidesa daje nam wigc rownos¢ wielkiego
bez granic i malego bez granic. To, ze w wielkosci wielkiej bez granic znajdziemy cz¢$¢ mala
bez granic, jest fatwe do pokazania metodami nie odbiegajacymi od stosowanych przez Zenona.
Czes¢ wiec bedzie rowna caloscei... y

QOczywiscie mozna przyjac te aporie za prawdziwa i w zwigzku z tym odmowic sobie i innym
prawa uzywania aksjomatéw Euklidesa i wnioskow, ktore za ich pomoca otrzymano. Mozna

tez odrzuci¢ rozumowanie (nie jest ono w peini poprawne), badZ stosowane w nim nieostre
pojecia... Nie twierdze, ze wszystkie wyjscia sa rownie dobre, czy prowadza do rownie
interesujacych konsekwencji. Wiadomo tylko, ze po sformulowaniu aporii trzeba bylo jakos do
nich ustosunkowac sig. Mozna to bylo zrobi¢ choéby tak, jak Euklides. Ustalajac swoje
aksjomaty odmowit on po prostu dyskusji nad problemami pasjonujgcymi Zenona i licznych
Jjego ucznidw, Nazwa, jaka nadal swoim aksjomatom — ,,pojecia ogblne”, swiadczy ze uczynit

to zgodnie ze swoimi najglebszymi przekonaniami, nie zas dla samej przyjemnosci toczenia sporu
w imie zasady ,,zobaczymy, co z tego wyniknie™...



