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Rys, 3. Figury Lissajous
a) czgstosci wspolmierne o) = 2y
b) czestosci niewspolmierne wy = w;,
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Stala ta nie zalezy juz od czasu a jedynie od zmiennych fazowych x,, X1, pi, p2. Jednakze
funkeja arcigx jest funkcja wieloznaczna (ma nieskoriczenie wiele galezi oddalonych od siebie
o 7). Z tego wzgledu funkcja y nie reprezentuje sobg okreslonej powierzchni w przestrzeni
fazowej. Wyijatek stanowi przypadek, gdy czestosci @, i m; sa wspolmierne, to znaczy, gdy
zachodzi zwigzek -

nwy = mam,; n, m catkowite.

Dowod tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi. My ograniczymy si¢ jedynie do spojrzenia

na fizyke tego faktu. Przypomnijmy sobie doswiadczenie z figurami Lissajous. Obserwujemy

w nim ruch dwuwymiarowego oscylatora. Zupelnie inny jest tor czgstki, gdy czestosci sa
wspolmierne niz gdy sg niewspolmierne. W pierwszym przypadku ruch ukiadu odbywa si¢

po krzywej zamknietej (na przyklad na rys. 3a przedstawiona jest figura Lissajous dla

m; = 2m,;). W drugim natomiast omawiana krzywa nie zamyka sig, a co wigcej, po odpowiednio
diugim czasie przejdzie dowolnie blisko dowolnego punktu nalezacego do dostepnego
(ograniczonego przez energie) prostokata lezacego na plaszczyznie (x,, x,). Zwiazek figur
Lissajous z ruchem dwuwymiarowego oscylatora w przestrzeni fazowej stanie sig catkiem jasny,
gdy u$wiadomimy sobie, ze calki energii mozna wykorzysta¢ do wyeliminowania zmiennych
pedowych. Wtedy dostepna dla uktadu przestrzen fazowa moze by¢ utozsamiona z prostokatem
na plaszczyznie (x,, x;). Tak wiec wlasnosci figur Lissajous potwierdzaja fakt, ze dla czestosci
niewspolmiernych nie istnieje dodatkowa powierzchnia ograniczajgca ruch ukladu. Oznacza to,
e calka ruchu y nie jest rozdzielajgca.

Widzielismy wige, Ze istniejg stale ruchu o rdéznych wilasno$ciach i w zwiazku z tym roznej
przydatnosci do analizy ruchu. Oczywiscie dla calkowitego rozwiazania problemu konieczna jest
znajomos¢ wszystkich calek pierwszych (to znaczy znajomos¢ rozwigzan rownan (1)). W wielu
jednak przypadkach rozwazany uklad jest tak zlozony, ze nie mamy co marzy¢ o rozwiazaniu.
Rownie czgsto znajomoéé rozwiazania nie wnioslaby niczego do naszej wiedzy o ukladzie.

Na przyklad jaka wartosé moze mie¢ dla nas informacja, ze w litrze gazu w chwili ¢ = ¢, czastka
N°® 2845715 znajduje si¢ w punkcie x; i ma ped p,? Potrzebne nam s3 wiedy charakterystyki
globalne, a nie informacje szczegélowe. Wtedy calki rozdzielajace odgrywaja bardzo istotna rolg.

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 247. Znalez¢ wszystkie pary kolejnych liczb naturalnych, z ktorych jednu jest potgga dwojki
a druga potega trojki.
Rozwiazanie na str, 7

M 248. Wykazaé, ze jezeli rownanie p(x) = ax*+ bx+c¢ = x nie ma pierwiastkow rzeczywistych,
to rowniez rownanie p(p(x)) = a(p(x))*+bp(x)+c = x nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
Rozwigzanie na str. 3

M 249. Lamana zamknigta L = A4, A, ... A, ma wszystkie wierzcholki rozne a wszystkie jej boki
maja dlugo$é 1. Wykazaé, ze jezeli érednica L jest rowna 1, to n jest nieparzyste.

Rozwiazanie na str, 6

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 86. Z punktow A4 i G zwisaja swobodnie: tanicuch oraz prety polaczone ze sobg w sposob
przegubowy (patrz rysunek). Wiszace ciala sg jednorodne, maja identyczne masy oraz diugosci.
Dolne konce cial przenosi si¢ do punktu B (4B = BC). Zaniedbujac tarcie rozstrzygnac:

w ktérym przypadku nalezalo wykona¢ mniejsza prace?

Rozwiazanie na str. 7.

F 87. Elektron i pozyton przelatuja przez pole elektrostatyczne, poruszajac si¢ wzdluz prostej
(osi,,x”"). Potencjal pola dany jest wykresem przedstawionym na rysunku. Ktora czastka szybciej
pokona odcinek AB, jesli ich predkosci poczatkowe sa rowne? Czastki nalezy traktowac jako
obiekty klasyczne.

Rozwigzanie na str. 2.
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