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X2 Stala ta nie zalezy juz od czasu a jedynie od zmiennych fazowychXI, X2, PI, P2. Jednakze
funkcja arctgx jest funkcja wieloznaczna (ma nieskonczenie wiele galezi oddalonych od siebie
o n). Z tego wzgledu funkcja11' nie reprezentuje soba okreslonej powierzchni w przestrzeni
fazowej. Wyjatek stanowi przypadek, gdy czestosciWI i W2 sa wspólmierne, to znaczy, gdy
zachodzi zwiazek

nw I = mW2; n, m calkowite.

Dowód tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi. My ograniczymy sie jedynie do spojrzenia
~ na fizyke tego faktu. Przypomnijmy sobie doswiadczenie zfigurami Lissajous.Obserwujemy

w nim ruch dwuwymiarowego oscylatora. Zupelnie inny jest tor czastki, gdy czestosci sa
wspólmierne niz gdy sa iliewspólmierne. W pierwszym przypadku ruch ukladu odbywa sie

po krzywej zamknietej (na przyklad na rys. 3a przedstawiona jest figura Lissajous dla
WI = 2W2)' W drugim natomiast omawiana krzywa nie zamyka sie, a co wiecej, po odpowiednio
dlugim czasie przejdzie dowolnie blisko dowolnego punktu nalezacego do dostepnego
(ograniczonego przez energie) prostokata lezacego na plaszczyznie(XI, X2)' Zwiazek fig,ur
Lissajous z ruchem dwuwymiarowego oscylatora w przestrzeni fazowej stanie sie calkiem jasny,
gdy uswiadomimy sobie, ze calki energii mozna wykorzystac do wyeliminowania zmiennych
pedowych. Wtedy dostepna dla ukladu przestrzen fazowa moze byc utozsamiona z prostokatem
na plaszczyznie(x" X2). Tak wiec. wlasnosci figur Lissajous potwierdzaja fakt, ze dla czestosci
niewspólmiernych nie istnieje dodatkowa powierzchnia ograniczajaca ruch ukladu. Oznacza to,
ze calka ruchu11' nie jest rozdzielajaca.
Widzielismy wiec, ze istnieja stale ruchu o róznych wlasnosciach i w zwiazku z tym róznej
przydatnosci do analizy ruchu. Oczywiscie dla calkowitego rozwiazania problemu konieczna jest

x1 znajomosc wszystkich calek pierwszych (to znaczy znajomosc rozwiazan równan (I». W wielu
jednak przypadkach rozwazany uklad jest tak zlozony, ze nie mamy co marzyc o rozwiazaniu.
Równie czesto znajomosc rozwiazania nie wnioslaby niczego do naszej wiedzy o ukladzie.
Na przyklad jaka wartosc moze miec dla nas informacja, ze w litrze gazuw chwili t = t l czastka

N° 2845715 znajduje sie w punkcieX, i ma .ped Pl? Potrzebne nam sa wtedy charakterystyki
globalne, a nie informacje szczególowe. Wtedy calki rozdzielajace odgrywaja bardzo istotna role.

Rys. J. Figury Lissajous

a) czestosci wspólmierne WJ. = 2wI

h) czestosci niewspólmierne wI ~ w2•

__ Zadania

Redaguje mgr KrzysztofS. NOW fNSKf

M 247. Znalezc wszystkie pary kolejnych liczb naturalnych, z których jedna jest potega dwójki
a druga potega trójki.
Rozwiazanie na str. 7

M 248. Wykazac, ze jezeli równaniep(x) = ax2 +bx + c = x nie ma pierwiastków rzeczywistych,
to równiez równaniep(p(x» = a(p(x»2 +bp(x)+ c = X nie ma pierwiastków rzeczywistych.
Rozwiazanie na str. 3
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M 249. Lamana zamknietaL = A,A2 ... An ma wszystkie wierzcholki rózne a wszy"stkiejej boki
maja dlugosc 1. Wykazac, ze jezeli srednicaL jest równa l, ton jest nieparzyste.
Rozwiazanie na str. 6 I

Redaguje mgr Tomasz TRATKfEW feZ

F 86. Z punktów A i (J zwisaja swobodnie: lancuch oraz prety polaczone ze soba w sposób
przegubowy (patrz rysunek). Wiszace ciala sa jednorodne, maja identyczne masy oraz dlugosci.
Dolne konce cial przenosi sie do punktuB (AB ;= BC). Zaniedbujac tarcie rozstrzygnac:
w którym przypadku nalezalo wykonac mniejsza prace?
Rozwiazanie na str. 7..

F 87. Elektron i pozyton przelatuja przez pole elektrostatyczne, poruszajac sie wzdluz prostej
(osi "x"). Potencjal pola dany jest wykresem przedstawionym na rysunku. Która czastka szybciej
pokol1a odcinek AB, jesli ich predkosci poczatkowe sa równe? Czastki nalezy traktowac jako
obiekty klasyczne.
Rozwiazanie na str. 2.
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