Rys. 1, Powierzchnia rodzaju 3.
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Rys. 4a, Model B. Tuckermana wstegi
Modbiusa o plaskim brzegu: wsigga sklada
sig z szesciu Scian oimioscianu i czterech
tréjkatéw prostokatnych; jej brzegiem jest
trojkat ABC.

Rys. 4b. Jej siatka.

Rys. 10. Torus i butelka Kleina.

Powierzchnie

Dr Juliusz OLEDZKI

Przez powierzchnig, w szeroko rozumianym, potocznym tego sfowa znaczeniu, rozumiemy zbior
dwuwymiarowy oddzielajacy jedna substancje od innych. Mowimy o powierzchni kuli ziemskiej,
mowimy, ze powierzchnia wody w naczyniu jest wklesla lub wypukla, ze powierzchnia
marmurowej rzezby jest gladka itp. W niniejszym artykule przedstawimy co rozumiemy przez
powierzchnie w topologii i jakie mamy ich rodzaje. Przeksztalcenie ustalajace wzajemnie jednoznaczng
odpowiednios¢ miedzy punktami dwoch zbiorow (dokladniej: przestrzeni metrycznych czy
ogolniej topologicznych) tak, by przyporzadkowanie punktom jednego zbioru punktow
drugiego, a takze odwrotne — punktom drugiego zbioru punktow pierwszego, bylo ciagle.
nazywamy homeomorfizmem, a zbiory homeomorficznymi. W topologii nie odrozniamy zbiorow
homeomorficznych. Na przyklad kolo jest homeomorficzne z czworokatem; wyobrazmy sobie
koto zrobione z elastycznej gumy, po zlapaniu go za cztery punkty brzegu i naciagnieciu
otrzymujemy czworokgt, Zbior homeomorficzny z okreggiem nazywamy krzywa zwykla
zamkniets.

Idealnie plaska powierzchnia morza jest homeomorficzna z pofalowana, o ile tylko fale nie sg
tak wzburzone, ze krople wody odrywaja sie od powierzchni lub gdy zalamane fale swymi
wierzchotkami wczesniej uderzaja w powierzchnie tworzac przez chwile tunele,

W topologii przyjmuje si¢ nast¢pujaca definicj¢ powierzchni; powierzchniq nazywamy domkniety
(wraz z ciagiem zbieznym punktow do zbioru nalezy jego granica) i egraniczony (odleglosci
‘miedzy punktami zbioru sa mniejsze od ustalonej liczby) zbisr, ktdrego kazdy punkt ma w tym
zbiorze otoczenie homeomorficzne z otwartym (bez ograniczajacego okregu) kolem na
plaszezyzinie, przy czym kazde dwa punkty tego zbioru dajq sie polgczyé krzywaq lezqeq w zbiorze
(powierzchnia nie moze skiada¢ si¢ z osobnych czeéci). Przykladami powierzchni sa: sfera, czyli
powierzchnia kuli, powierzchnia torusa — zbiodr zakreslony przez obracajacy sie okrag wokot
prostej lezacej w tej samej plaszczyZnie co okrag lecz nie przecinajacej go, powierzchnia torusa

z wigkszg liczbg dziur (rys. 1).

W mysl tej definicji powierzchniami nie sa: plaszezyzna, gdyz nie jest ograniczona, sfera

z usunig¢tym jednym punktem (gdyz nie jest domknieta), otwarte kolo, domkniete kolo (bo jego
punkty brzegowe nie maja otoczen homeomorficznych z kolami otwartymi). Ostatni

z wymienionych przykiadow jest tylko powierzchnia z brzegiem. Dokladniej, mowimy, e zbidr X
Jest powierzchniq z brzegiem, jesli pewne jego punkty maja otoczenia homeomorficzne z otwartymi
kolami (tak jak punkty powierzchni), a wszystkie inne (zwane punktami brzegowymi) majq
otoczenia homeomorficzne z polowg otwartego kola wraz z ,,brzegowym”’ lukiem (rys. 2);
zakladamy rowniez, ze X jest domkniete i ograniczone oraz, e kazde dwa punkty z X moina
polgezyé krzywq. Oto inne przyklady powierzchni z brzegiem: domknigta i ograniczona
powierzchnia boczna walca (pasek papieru nawiniety na walec i sklejony), wstega Mobiusa,
(pasek papieru przed skiejeniem przekrecony, rys. 3). Skrecenie przed sklejeniem paska parzysta
liczbe razy o 180° daje zbidér homeomorficzny z powierzchnig walca, natomiast nieparzysta —

ze wstega Mobiusa. Wstega Mobiusa ma t¢ wlasnosc, ze poruszajac sie po niej bez zblizania sig
do brzegu mozemy przejs¢ na jej ,,drugg strone’’, w zwiazku z tym wlasciwie jest to ta sama
strona. Powierzchnie o tej wlasnosci nazywamy jednostronnymi. Takie powierzchnie (bez brzegu)
nie moga oddziela¢ jednej substancji od drugiej; okazuje sig, ze mozna je zrealizowa¢ (tj.
umiesci¢) dopiero 'w przestrzeni euklidesowej czterowymiarowej (mieszczaca si¢ w trojwymiarowei
przestrzeni wstega Mobiusa nie jest powierzchnia, tylko powierzchnig z brzegiem).

Brzeg wstggi Mobiusa jest krzywa zwykla zamknigta, a wiec homeomorficzng z okrggiem.
Na rys. 4 widzimy wstege Mobiusa o trojkatnym brzegu.
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Rys. 12. Jeszcze raz butelka Kleina.
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Rys. 5§ Prosimy zajrzec jednak
na str, 16, do kacika
¥ ,Czytglniczki

Rys. 7. Sfera z trzema raczkami to to samo

N

proponuig’,

€0 lorus z trzema otworami z rys, 1.

Rys. 8

Powierzchnig jednostronng bez brzegu mozna otrzymac z kola przez sklejenie (utozsamienie)
punktow antypodycznych (tj. symetrycznych wzgledem $rodka) na okregu bedacym brzegiem
tego kola. Powierzchnig taka nazywamy plaszczyzna rzutowa. Jezeli podzielimy plaszczyzng
rzutowa krzywa zwykla zamkniegta na dwie czesci tak jak na rys. 5, to otrzymamy czgscé
zakreskowang homeomorficzng ze wstega Mobiusa (luk ab jest sklejony z ed) i czesé
niezakreskowang homeomorficzng z kolem (tuk be jest skiejony z da). Mozemy wiec powiedzie¢,
ze plaszczyzna rzutowa powstaje przez dolepienie do kola wstggi Mobiusa. Innym klasycznym
przykladem powierzchni jednostronnej jest butelka Kleina (rys. 6). Oczywiscie przeniknigcie
szyjki butelki do wewnatrz bez przecinania $cianki nie jest mozliwe w przestrzeni trojwymiarowej.
Jezeli rozetniemy butelke Kleina wzdtuz okregu lezacego na dnie butelki, to otrzymamy
powierzchnie walca, tak samo jak by$my rozcieli powierzchnig torusa. Tak wigc doklejajac

na rozne sposoby okregi bedace podstawami powierzchni bocznej walca mozemy uzyskaé rozne
powierzchnie; raz jednostronna, raz dwustronng.

Z powierzchni jednostronnej mozna zawsze wycia¢ wstgge Mobiusa np. poszerzajac do paska
droge potrzebng do przejicia na ,,druga strong’’ ustalonego punktu powierzchni. Jesli za$
przetniemy wstege Mobiusa wzdluz linii srodkowej, to otrzymamy powierzchnie boczna walca.
Jezeli nasza wstega byla zawarta w pewnej powierzchni, to powyzsze rozcigcie nie spowoduje
rozdzielenia powierzchni na dwie osobne czesci.

Rodzajem powierzchni nazywamy maksymaing liczbe zawartych
w niej rozlgeznych krzywych zamknietych takich, ze rozcigcie wzdluz tych krzywych nie powoduje
rozpadniecia sig powierzchni na osobne czesci.

Sfera jest rodzaju 0, gdyz kazda krzywa zwykla zamknieta rozcina ja na dwa zbiory
homeomorficzne z kolem (ten pozornie oczywisty fakt nie jest latwy do dowodu).

Powierzchnia torusa jest rodzaju 1; przez przecigcie wzdhuz odpowiednio polozonego

okregu otrzymamy powierzchnie boczng walca, ktora jest juz rozcinana przez kazda

nastgpng krzywa zwykla zamknigta. Czy wobec tego rodzaj butelki Kleina tez wynosi 1?7 Nie,

Jest on rowny 2. Jesli przecigcie pierwsza krzywa zwykla zamknigta doprowadzi do powierzchni
walca, to nastgpnej krzywej nie ma gdzie umieéci¢. Ale pewne krzywe zwykle zamkniete przecinaja
butelk¢ Kleina tak, Zze otrzymujemy wstgge Mdbiusa (linia pomaranczowa na rys, 6), a wiec i druga
krzywa zwykla zamknigta nie rozcina calkowicie powierzchni.

Bezposrednio z definicji wynika, ze rodzaj powierzchni oraz to, czy jest ona jedno- czy
dwustronna, nie zmienia si¢ przy homeomorfizmie. Okazuje si¢ (dowodd nie jest prosty), ze
prawdziwe jest twierdzenie odwrotne.

Jesli dwie powierzchnie sq tego samego rodzaju i obie sq jedno- lub obie dwustronne, to sq
homeomorficzne.

A zatem rodzaj powierzchni plus informacja, czy jest ona jedno- czy dwustronna, okresla te
powierzchnig jednoznacznie z topologicznego punktu widzenia.

Powierzchnie dwustronne rodzaju » = 0 mozna utworzy¢ dolepiajac do sfery n,,uch” (rys. 7)

i na mocy powyzszego twierdzenia innych dwustronnych powierzchni w topologii nie ma.
Natomiast powierzchni¢ jednostronng rodzaju 2n+ 1 mozna skonstruowac wycinajac w sferze n
kot i doklejajac wzdluz brzegow n wsteg Mobiusa (brzeg wstegi Mobiusa jest krzywa zwykla
zamknigtg). Jaka powierzchnie otrzymamy doklejajac do sfery jedno ucho i jedng wstege Mobiusa?
Bedzie to powierzchnia jednostronna rodzaju 3. Doklejenie jednego ucha jest topologicznie tym
samym, co doklejenie dwoch wsteg Mobiusa, ale pod warunkiem, ze powierzchnia zawiera

Jeszcze inng wstege (rys. 8). Tak wigc powierzchnig jednostronna rodzaju # mozna rowniez

n—
otrzymac doklejajac do sfery, dla n nieparzystego, jedng wstege Mébiusa i 3 uch,a dlan

n—2 i
parzystego, dwie wstegi Mébiusa i “ uch. Rys. 8 pokazuje jak sfere z jednym uchem i jedna

wstega Mobiusa mozna rozciac na trzy wstegi Mobiusa.
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