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Dowiadujemy si¢ wielu ciekawych rzeczy

Zdobywamy informacje

.,z matematyki”, ,,z biologii”, ,,z historii”, ,,z geografii”,

.»Z jezyka polskiego”, ,,z astronomii”, ,,z fizyki”, ,,z chemii”
i wiele takich

ktorych nie umiemy w ten sposéb sklasyfikowac

a ktére wcale nie mniej nas ciekawia

| z tych informacji powstaje

nasza wiedza o Swiecie

ktory jest JEDEN

1 na zadne przedmioty, dyscypliny czy nauki
NIE JEST PODZIELONY

Nie znaczy to ,
ze nie musimy uczy¢ si¢ dzielenia informacji

Musimy mianowicie

umie¢ podzieli¢ uzyskiwane informacje

na PRAWDZIWE i NIEPRAWDZIWE
bo bez tej umiejetnosci '
nie bedziemy wiedzieli zupelnie nic
Nabycia wprawy w takim dzieleniu
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Powierzchnie stalych ruchu w dynamice

Doc. dr Antoni KUSZELL

Rozwazmy ruch ukladu dynamicznego opisywanego rownaniami ruchu Newtona w postaci
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gdzie x;, p; i F) oznaczajg odpowiednio j-ta skladowa poloZenia, pedu i sily, /' zas oznacza liczbe
stopni swobody. Na przyklad w tréjwymiarowej przestrzeni ruch punktu materialnego (czastki)
jest opisany w pelni przez podanie trojwymiarowych wektoréw polozenia i pedu w kazdej chwili
czasu 1. To znaczy, ze w tym przypadku /= 3. Podobnie dla ukladu dwdch czastek punktowych
liczba stopni swobody f = 6, itd.

W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowali, ze sity F; sa potencjalne. Oznacza to, ze istnieje

funkcja zmiennych przestrzennych F(x,, ..., xy), zwana potencjalem, dla ktorej zachodzi zwigzek :
a
== Vi i=1 r.



Ruch ukiadu dynamicznégo moina takie
opisywa¢ w przestrzeni poloZeniowej

(fow i j). Trajek ia jest wiedy
rozwigzaniem rownania Newtona drugiego

rzedu

2
b xj=Fj;
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Przez kaidy punkt w przestrzeni
polozeniowej przechodzi nieskon

wiele trajektorii odpowiadajacych roéznym
predkosciom w tym punkcie. W przestrzeni
fazowej przez kazdy punkt przechodzi
dokfadnie jedna trajektoria. Wyjatkiem sa
punkty réwnowagi niestabilnej,

Rozrwinzanic zadania F 87. Czastki
wystepujgce w zadaniu, rdznig sig jedynie
znakiem ladunku, Energic potenciaine

w polu clektrostatycznym o potencjale
plx) wynosza:

Fp = teyp(x)

Lnak ..+ " dotyczy pozytonu, ,,—"
elektronu, e jest ladunkiem clementarnym.
Sigd wniosek, e elekiron jest na poczgtku
przyspieszany, a potem hamowany, zas
pozyton ni odwrdt. | chociaz predkosci
obu czastek preed wejsciem i pa wyjiciu
{zasada zachowania energii) z obszaru pola
53 takie same, 10 w obrebie pola zmieniajg
sig one w rozny sposob. Predkost elektronu
jesttu zawsze wil;k-s:n, pozylonu zai Tawsze

mniejsza od predkosci poczgtkowej. Oznacza

to, 2¢ clektron musi (przy réwnych
predkosciach poczatkowych) szybeiej
pokonaé odeinck AB. Wynik ten nie
zalezy od postaci funkeji ¢(v). Zauwazmy
na koniec, e poczathowa predkosé czastek
nie mode byé zbyt mals. Diaczego?

Transformacja Galileusza opisuje zmiang

wspolrzednych punktu przy przejiciu

od i jal » ukladu odniesieni

poruszajacego sie wzgledem niego ze stalg

predkoscia. Jesli x opisuje polozenie punktu

w starym ukladzie, to w nowym jego
lozeni i bedzie wektorem

x=x—-V-1,

P L

gdzie V jest predkodcia wzgledns ukladow,
Czas w obu ukladach plynie tak samo,
Jest to transformacja ‘nierelatywistyczna tj.
zakres jej stosowalnosci jest ograniczony
do predkodci dudo jszych od predkosci
swiatla.

do ukladu

Jak wiadomo z teorii rownan rozniczkowych (jest to zresztg fizycznie oczywiste) rownania (1)
uzupelinione odpowiednimi warunkami poczatkowymi wyznaczaja w sposob jednoznaczny
rozwiazanie zwane trajektoriq (torem) ukladu. Jednakze rozwiazanie to jest znane w postaci
analitycznej jedynie w niewielu prostych przypadkach. Dlatego tak wazna jest mozliwos¢
uzyskania informacji o ruchu bez koniecznosci znajdowania trajektorii. W tym celu mozemy
postuzy¢ sig tzw. calkami ruchu oraz analiza geometrii ruchu w przestrzeni fazowej. Przestrzenia
fazowa nazywaé bgdziemy 2f~wymiarowa przestrzen polozen i pedow. Na przyklad przestrzen
fazowa ukladu skladajacego sie z jednej czastki punktowej jest szeSciowymiarowa.

Trajektoria ukladu jest krzywa w przestrzeni fazowej, parametryzowana czasem I,

Latwo mozna sig¢ przekonac, ze dla ustalonych warunkéw poczatkowych trajektoria nie moze
przechodzi¢ przez wszystkie punkty przestrzeni fazowej; sg punkty niedostepne dla ukladu.
Wynika to z istnienia wielkosci fizycznych, ktore nie zmieniaja sig¢ w trakcie ewolucji (ruchu).
Do wielkosci takich (o ile sily sa potencjalne) nalezy catkowita energia ukladu
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gdzie @ jest energia potencjalna.

Rownanie E = E; = const. wyznacza 2f— | wymiarowa powierzchnie w przestrzeni fazowgj.
Warunek zachowania energii oznacza geometrycznie prosty fakt, ze trajektoria ukfadu lezy na
powierzchni stalej energii. Tak wiec ze wzgledu na t; zasade zachowania dostepny obszar jest
2f—1 wymiarowy.

Widac stad jak wazne jest pytanie, czy istnieja inne, niezalezne powierzchnie, na ktorych musi
leze¢ trajektoria. Dla prostoty przyjmijmy na chwilg, ze uklad nasz sklada sie z n czastek

w przestrzeni trojwymiarowej. Wtedy f = 3n.

Przyjmijmy ponadto, ze jest on izolowany, czyli na czastki nie dziala zadna sila zewngtrzna.
Wtedy, jak fatwo wykazaé, Srodek masy ukladu X okreslony wzorem:

n
X =M Z My Xx

F=]

n
(M = E m, oznacza caltkowita mase ukladu)
s=]

porusza si¢ ruchem jednostajnym
X = Xo+Vyr.

We wzorze tym wielkosci wektorowe X, oraz ¥V, sa stale (warunki poczatkowe), ktére podobnie
Jjak energia moga by¢ traktowane jako stale ruchu, Wprowadzaja one szes¢ nowych ograniczen
(w tym przypadku plaszczyzn). Tak wiec obszar przestrzeni fazowej dostepny dla ukiadu
izolowanego i potencjalnego ma 2/—7 wymiarow. Dalsze ograniczenie tego obszaru mozemy
uzyskaé nakladajac warunki na sily F;. Zalézmy mianowicie, ze s3 one centralne, co oznacza,
ze zaleza jedynie od odleglosci miedzy czastkami i sa skierowane wzdluz wektora laczacego

te czastki (moga by¢ przy tym odpychajace badz przyciagajace). Dla ukladu oddziatujacego
takimi sitami znamy dodatkowa wektorowa stalg ruchu (lub jesli ktos woli, trzy stale skalarne);
a mianowicie catkowity moment pedu:

n
M= Z X5 ¥ Ps,
s=1

gdzie znak x oznacza iloczyn wektorowy.

Eacznie mamy wiec do dyspozycji dziesigé ogdlnych stalych ruchu (zwanych calkami pierwszymi
rownan ruchu). Maja one dwie wyrdzniajace cechy. Po pierwsze s3 zwigzane z niezmienniczo$ciami
ukladu. Zwiazek ten jest trescia bardzo glgbokiego twierdzenia, zwanego rwierdzeniem Noether,
zgodnie z ktorym niezmienniczos$ci wzgledem przesunieé w czasie (ruch) odpowiada stalo$¢
energii, niezmienniczodci wzglgdem transformacji Galileusza odpowiadaja stale ruchy $rodka
masy, a niezmienniczosci wzgledem obrotu calego ukladu — stalos¢ momentu pedu. Po drugie,
53 to prawdopodobnie jedyne calki rozdzielajgce tj. takie, ktore wyznaczajg powierzchnie

w przestrzeni fazowej. Dowod tego faktu nie jest jednak znany. Jest to wazny problem, poniewaz
znajomos¢ maksymalnej ilosci calek rozdzielajacych pozwala wyznaczy¢ dostepny w trakcie
ewolucji obszar przestrzeni fazowej. : .

Zauwazmy, ze ukiad rownan (1) ma dokladnie 2/ stalych calkowania, ktore sg stalymi ruchu,
Juz dla f = 6 (np. dwie czastki w przestrzeni trojwymiarowej) liczba tych statych jest wigksza
niz hczba opisanych wyzej calek rozdzielajacych. Dla lepszego zrozumienia sytuacji rozwazmy
kilka bardzo prostych ukladéw dynamicznych.

Na poczatek zajmijmy si¢ ukladanti jednowymiarowymi (np. czastka poruszajgca si¢ po prostej).
Przestrzen fazowa jest wiedy dwuwymiarowa. Ruch w przestrzeni fazowej odbywa si¢ po
powierzchni jednowymiarowej (krzywej), wobec czego moze istnie¢ tylko jedna catka
rozdzielajaca. Na to, by przyklad nie byl trywialny, czastka musi oddzialywac z sitami
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Rys. 1. Powierzchnia encrgin + krzywe
izoenergetyczne oscylatoria harmonicznego.

Rys. 2. Powierzchnia energii 1 krzywe

getyczne dla wahadia fizy

Rozwigzanic zadania M 248. Ponicwaz
trdjmian p(x) = x nie ma pierwiastkow
reeczywistych, wige funkecja p(x)—x
zuchowuje staly znak. Niech np. p(x)=x > 0
dla kaidego rreczywistego x. Kladge teraz

x = p(t) dia dowolnego r otrzymamy

plp(t)) > plr), a poniewaz p(r) > 1, wige
pip(t)) > ¢ czyli p(plr))=—1r> 0

zewngtrznymi. Dlatego tez calki srodka masy nie s przydatne. Podobnie przy jednym wymiarze
nie mozna mowi¢ o obrotach. Wobec tego pozostaje tylko calka energii, ktéra wyznacza
trajektorie. Rozwazmy kilka przypadkow szczegolnych.
1. Oscylator harmoniczny o masie m = 1.
Roéwnanie ruchu oscylatora ma postaé
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energia za§ moze b:}é zapisana w postaci
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Ostatnie rownanie opisuje, w przestrzeni (E, x, p) paraboloide eliptyczna. Rzuty jej przecie¢

z plaszczyznami E = E, = const. na przestrzen fazowa (plaszczyzne E = 0) sq powierzchniami
rozdzielajacymi. Maja one posta¢ wspolosiowych elips (poréwnaj rys. 1).

2. Wahadtlo fizyczne o masie m = 1.

Wahadlo fizyczne opisywane jest ukladem réwnan w postaci

d
—_— —_— = — 2]
ar x=py ar p wesinx,

energie za$§ mozna zapisa¢ nastepujaco:
E= —;—-p3+m’(l —cosx).

Powierzchnia energii ma teraz posta¢ duzo bardziej ztozong. Po pierwsze x oznacza tutaj kat
wychylenia wahadla i powinno by¢ zawarte w przedziale —x < x < #. Dla prostoty graficznej
rozwazmy jednak t¢ powierzchnie w calym zakresie zmiennosci (— o0, o0). Wykres
interpretowa¢ bedziemy (jak to méwia matematycy) modulo 27, to znaczy bedziemy utozsamiac
punkty odlegle o 2nz z punktami przedzialu podstawowego. Tak wiec przeciecie powierzchni
energii z plaszczyzng p = 0 jest cosinusoida, a przeciecie z plaszczyzng x = 0 parabola.
Przecigcia z plaszczyznami stalej energii maja bardziej skomplikowana posta¢. Dla energii

E < w?, obraz jest podobny do obrazu w przypadku oscylatora. Krzywa odpowiadajaca energii
E = w* zwana jest separatrysq. Ma ona bardzo ciekawe wlasnosci. Po pierwsze oddziela obszar
ruchow oscylacyjnych od obrotow. Po drugie zawiera punkty przeciecia dwoch roéznych
krzywych opisujgcych oscylacje w réznych kierunkach (rys. 2). Punkt przecigcia odpowiada
stanowi rownowagi nietrwalej, w gornym polozeniu wahadla. Tak wigc separatrysa przedstawia
soba trzy rozne trajektorie ukladu,-a mianowicie dwie oscylacje i jeden stan stacjonarny
(niestabilny). Drugi stan stacjonarny x = 0, p = 0 jest stabilny. Na rys. 2 widzimy wyrazng
roznice miedzy tymi stanami. W otoczeniu punktu stabilnego krzywe stalej energii maja ksztalt
elips (odpowiada to lokalnemu minimum), zas w otoczeniu punktu niestabilnego ksztalt hiperbol
(odpowiada to punktowi siodiowemu).

Jak wida¢ z omowionych przykladow analiza powierzchni energii mowi bardzo duzo o dynamice
uktadu. Rozwazmy teraz prosty uklad o dwoch stopniach swobody, a mianowicie dwuwymiarowy
oscylator harmoniczny o masie m = | opisany rownaniami:

d i
Xp=ply  opi=-ofxp j=1,2. 2)
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Poniewaz ruchy w kierunkach prostopadlych sa niezalezne, wiec energia kazdych drgan z osobna
jest dobrg stala ruchu
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Rownania (2) majg bardzo proste rozwiazanie, ktére mozna wyrazi¢ nastgpujgco:
x) = Ajeos{eyt+ay), pj= —Ajogsin(ejetep); Jj=1,2,
gdzie A, jest amplitudg j-tych drgan a g, ich fazq. Oczywiscie mozna te cztery wielkosci traktowac

jako stale ruchu. Amplitudy sa bezposrednio zwiazane z energiami, mamy bowiem zwigzki
Ej=wld}; i=12,

natomiast z fazami sprawa jest bardziej zlozona. Mozemy fatwo wyrazi¢ ¢, jako funkcje
zmiennych fazowych i czasu:

P
wyxj

w=mu(- )~mn; Jid, 3, )

Niestety, pomimo, ze fazy zachowuja stala wartos¢ w czasie ewolucji ukiadu, to sa one zalezne
od zmiennej czasowej w sposob jawny. Oznacza to, ze jezeli w pewnej chwili czasu f, rOwnania
wi(%5, Py, to) = ¢ = Const.

wyznaczaja powierzchnie w przestrzeni fazowej, to powierzchnie takie nie moga pozostawac
niezmienione w czasie ewolucji. Ze stalych ruchu okre$lonych wyrazeniem (3) mozna jednak
skonstruowac jedna stala postaci

b= wyp -,
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Rys, 3. Figury Lissajous
a) czgstosci wspolmierne o) = 2y
b) czestosci niewspolmierne wy = w;,

Y Y

Pixi

Stala ta nie zalezy juz od czasu a jedynie od zmiennych fazowych x,, X1, pi, p2. Jednakze
funkeja arcigx jest funkcja wieloznaczna (ma nieskoriczenie wiele galezi oddalonych od siebie
o 7). Z tego wzgledu funkcja y nie reprezentuje sobg okreslonej powierzchni w przestrzeni
fazowej. Wyijatek stanowi przypadek, gdy czestosci @, i m; sa wspolmierne, to znaczy, gdy
zachodzi zwigzek -

nwy = mam,; n, m catkowite.

Dowod tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi. My ograniczymy si¢ jedynie do spojrzenia

na fizyke tego faktu. Przypomnijmy sobie doswiadczenie z figurami Lissajous. Obserwujemy

w nim ruch dwuwymiarowego oscylatora. Zupelnie inny jest tor czgstki, gdy czestosci sa
wspolmierne niz gdy sg niewspolmierne. W pierwszym przypadku ruch ukiadu odbywa si¢

po krzywej zamknietej (na przyklad na rys. 3a przedstawiona jest figura Lissajous dla

m; = 2m,;). W drugim natomiast omawiana krzywa nie zamyka sig, a co wigcej, po odpowiednio
diugim czasie przejdzie dowolnie blisko dowolnego punktu nalezacego do dostepnego
(ograniczonego przez energie) prostokata lezacego na plaszczyznie (x,, x,). Zwiazek figur
Lissajous z ruchem dwuwymiarowego oscylatora w przestrzeni fazowej stanie sig catkiem jasny,
gdy u$wiadomimy sobie, ze calki energii mozna wykorzysta¢ do wyeliminowania zmiennych
pedowych. Wtedy dostepna dla uktadu przestrzen fazowa moze by¢ utozsamiona z prostokatem
na plaszczyznie (x,, x;). Tak wiec wlasnosci figur Lissajous potwierdzaja fakt, ze dla czestosci
niewspolmiernych nie istnieje dodatkowa powierzchnia ograniczajgca ruch ukladu. Oznacza to,
e calka ruchu y nie jest rozdzielajgca.

Widzielismy wige, Ze istniejg stale ruchu o rdéznych wilasno$ciach i w zwiazku z tym roznej
przydatnosci do analizy ruchu. Oczywiscie dla calkowitego rozwiazania problemu konieczna jest
znajomos¢ wszystkich calek pierwszych (to znaczy znajomos¢ rozwigzan rownan (1)). W wielu
jednak przypadkach rozwazany uklad jest tak zlozony, ze nie mamy co marzy¢ o rozwiazaniu.
Rownie czgsto znajomoéé rozwiazania nie wnioslaby niczego do naszej wiedzy o ukladzie.

Na przyklad jaka wartosé moze mie¢ dla nas informacja, ze w litrze gazu w chwili ¢ = ¢, czastka
N°® 2845715 znajduje si¢ w punkcie x; i ma ped p,? Potrzebne nam s3 wiedy charakterystyki
globalne, a nie informacje szczegélowe. Wtedy calki rozdzielajace odgrywaja bardzo istotna rolg.

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 247. Znalez¢ wszystkie pary kolejnych liczb naturalnych, z ktorych jednu jest potgga dwojki
a druga potega trojki.
Rozwiazanie na str, 7

M 248. Wykazaé, ze jezeli rownanie p(x) = ax*+ bx+c¢ = x nie ma pierwiastkow rzeczywistych,
to rowniez rownanie p(p(x)) = a(p(x))*+bp(x)+c = x nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
Rozwigzanie na str. 3

M 249. Lamana zamknigta L = A4, A, ... A, ma wszystkie wierzcholki rozne a wszystkie jej boki
maja dlugo$é 1. Wykazaé, ze jezeli érednica L jest rowna 1, to n jest nieparzyste.

Rozwiazanie na str, 6

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 86. Z punktow A4 i G zwisaja swobodnie: tanicuch oraz prety polaczone ze sobg w sposob
przegubowy (patrz rysunek). Wiszace ciala sg jednorodne, maja identyczne masy oraz diugosci.
Dolne konce cial przenosi si¢ do punktu B (4B = BC). Zaniedbujac tarcie rozstrzygnac:

w ktérym przypadku nalezalo wykona¢ mniejsza prace?

Rozwiazanie na str. 7.

F 87. Elektron i pozyton przelatuja przez pole elektrostatyczne, poruszajac si¢ wzdluz prostej
(osi,,x”"). Potencjal pola dany jest wykresem przedstawionym na rysunku. Ktora czastka szybciej
pokona odcinek AB, jesli ich predkosci poczatkowe sa rowne? Czastki nalezy traktowac jako
obiekty klasyczne.

Rozwigzanie na str. 2.
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