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Plaszczyzna rzutowa

Iwona GRZEGORCZYK

Jezeli do zwyklej plaszczyzny euklidesowej dolaczymy ,,punkty w nieskoniczonosci’’, dostaniemy
plaszezyzne rzutowq. Aby zobaczy¢ na czym polega i jak przebiega ta konstrukcja, wyobrazmy
sobie plaszczyzne H i pek prostych przechodzacych przez pewien punkt poza nig. Kazda prosta
tego peku nierownolegla do H przecina ja w jednym punkcie. Otrzymane tak przyporzadkowanie

prosta peku nierownolegia do H <+ punkt plaszczyzny H

jest wzajemnie jednoznaczne. Jak to czgsto w matematyce bywa, zbiory, miedzy ktorymi istnieje
,,naturalna’’ funkcja wzajemnie jednoznaczna, sa utozsamiane. Mozemy napisac

(*) punkt plaszczyzny H = prosta peku nierownolegla do H

i uwazac¢ za wspolrzedne punktu np. wektor kierunkowy odpowiedniej prostej. Oczywiscie takie
wspotrzedne punktu (zwiemy je jednorodnymi albo rzutowymi) zaleza, jak i kazde inne, od wyboru
ukladu wspotrzednych. Gdy za H wezmiemy plaszczyzng z = 1, a p = (0, 0, 0), to bedg one
postaci [x, y,z]iz = 1.

Plaszczyzne rzutowa okreslamy jako zbiodr wszystkich prostych naszego peku. Przyporzadkowanie
(*) pokazuje, ze dzieki takiemu okresleniu do ,,zwyklej'" plaszczyzny euklidesowej rzeczywiscie
doszly nowe punkty i ze zastuguja one na nazwe ,,punktow w nieskonczonoséci’'. Kazdy taki punkt
odpowiada kierunkowi pewnej prostej na plaszczyZnie, a jego wspolrzedne jednorodne maja
postac [x, y, 0]. Plaszczyzna rzutowa ma wige dwa rodzaje punktow: wilasciwe (odpowiadajace
punktom plaszczyzny H; wspolrzedne jednorodne takich punktow majg trzecia wspolrzedna
rozng od zera) i niewfasciwe (odpowiadajace kierunkom prostych na H). Widzimy takze, Zze
proporcjonalne wspotrzedne jednorodne opisuja ten sam punkt plaszczyzny rzutowej. Pozwala

to okresli¢ plaszczyzne w inny sposdb, moze mniej intuicyjny, ale lepszy do postugiwania sig nig:
Plaszczyzna rzutowa to zhior tréjek [x, v, z1, wirdd kréryeh

1) nie ma [0, 0, 0],

2) trdjki proporcjonalne utoisamiamy. 4

Przy takim podejéciu zaciera sie zupelnie roznica miedzy punktami wlasciwymi i niewlasciwymi.
Widzimy ponadto, ze trojka [x, v, 2] jest tym samym punktem plaszczyzny rzutowej co
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Punkty o analogicznych wspoirzednych, ale w przestrzeni euklidesowej, wypelniajg sfere

o rownaniu x2+y?+:2? = I, Jednak dwa antypodyczne (przeciwlegle) punkty sfery maja
przeciwne wspolrzedne euklidesowe i wobec tego wyznaczaja fen sam punkt plaszczyzny rzutowej.
Mozemy zatem powiedziec jeszcze inaczej (zob. tez artykul J, Oledzkiego):

Plaszczyzne rzutowg mozina otrzymac ze sfery, utoZzsamiajqc na niej punkty lezgce na jednej
srednicy.

Ta uwaga pozwala na wprowadzenie na plaszczyznie rzutowej pojecia odleglosci (rys. 2), co
czyni z niej przestrzen metryczna, tzw. plaszczyzne eliptyczng.

Ptaszczyzna euklidesowa jest podzbiorem plaszczyzny rzutowej. Mozemy zbiory w niej zawarte
domykac w calej plaszczyznie rzutowej. Cho¢ nie jest to trudne, nie bedziemy dokladnie
wyjasnia¢, dlaczego domkniecie zbioru opisanego na plaszczyznie euklidesowej réwnaniem
wielomianowym f(x, ¥) = 0 jest na plaszczyZnie rzutowej opisane rownaniem F(x, y, z) = 0,
powstajacym przez dopisanie do wszystkich jednomiandéw w wielomianie f najmniejszej takiej
potegi zmiennej z, by wielomian stal si¢ jednorodny. Tak na przyklad domknigcie linii prostej
o rownaniu ax+ by = ¢ ma na plaszczyZnie rzutowej rownanie ax+ by = cz. Gdy polozymy

= = 0, obliczymy jakie punkty ,,w nieskorniczonoséci’’ doszly do naszej prostej: x = b, ¥y = —a,
z = 0 (inne uklady trojek x, y, z sa proporcjonalne do tych).

Otrzymali$my cos, co moglismy przewidzie¢ i bez rachunkéw: domknigcie linii prostej sklada sig
z niej samej i jednego punktu niewlasciwego, odpowiadajacego jej kierunkowi. Taka uzupetniona
prosta jest hdmeomorficzna z okregiem, podczas gdy domknigcie hiperboli sklada si¢ z niej samej
oraz punktéw odpowiadajacych kierunkom asymptot; przy domykaniu paraboli dojdzie jeden
punkt niewlasciwy: kierunek jej osi symetrii.

Teoria krzywych i powierzchni domknietych w przestrzeniach rzutowych jest — wbrew

pozorom — latwiejsza niz ich czgsci euklidesowych, niezwartych. Tylko dla takich ,,domknigtych™
zbioréw mozemy jako tako zadowalajaco odpowiedzie¢ na pytanie: jak z postaci wielomianu
opisujacego zbior poznaé, jak ten zbiér ,,naprawde’’ wyglada, czym zajmuje si¢ modna ostatnio
geometria algebraiczna.
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