Opis naturalny krzywej — to taki jej opis
parametryvczny, #e parametr moze hy¢
interpretowany jako dlugos¢ luku od
pewnego ustalonego punktu krzywej.

Przez v autor oznacza iloczyn wektorowy
k|0 znaczy . & dazy do zera"

Przyimujemy, ze w punktach wyprostowania
krzywizna jest réwna 0,

O krzywiznie, skrgceniu i trojnogu Freneta (11)

Doc. dr Andrzej SZYBIAK

Streszczenie czesci |

Krzywizna krzywej to odwrotnoéé promienia okregu sciéls stycznego. A okrag scidle styczny w punkcie p to
graniczne polozenie okregdw przechodzacych przez punkty bliskie p. Jest to , najlepiej” styczny ze wazystkich
okregdow stycznych do krzyw:; Jezeli C jest krzywa przestrzenng, to plaszezyzng scisle styczng w punkcie p
nazywamy grani ie pl zn przechodzgcych przez punkty bliskie p. Jest to ta plaszczyzna,

w ktorej , lezalaby krzywa gdyby byla plaska™.

W czesci 11 jest mowa o wektorach, ktore (gdy sie dobrze przyjrzec) sterczg 7 kazdego punktu krzywej,

Zajmujemy sie w dalszym ciagu krzywa w E?® opisana przez odwzorowania naturalne pewnego
przedzialu L w przestrzen euklidesowa E*: x > (w;(x), wa(x), wa(x)), Zakladamy, ze w;, w2 iws
maja ciagle pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu. Gdy 4 jest malg liczba, punkty
w(x—h), w(x), w(x+h) leza tez blisko siebie. Niech a(x, h) = w(x)—w(x—h), b(x, h) =

= wlx+h)—wx), e(x, k) = wlx+h)—wlx—h).

Oznaczmy przez ga(x) $rodek okregu przechodzacego przez punkty wlx—h), w(x) i wlx+h)

a przez ry(x) wektor w(x) cﬂ,(}.}. Oczywiscie mamy ry(x) = [re(x)] i (x) L alx, H\/b(x, #).
Wobec tego wektor graniczny I;;T:’w.{x} bedzie prostopadly do wektora —w’(x)\/w"(x), jak

rowniez do wektora w'(x). Wynika stad, ze
WG = s = ot N,
ho hiC

gdzie N(x) oznacza wektor o dlugosci | prostopadly do wektorow w’'(x) oraz do — wlx)\/w"(x)

i majacy zwrot zgodny ze zwrotem wektora w'’(x). Wektor N(x) nazywamy wektorem normalnym
naszej krzywej w punkcie w(x), Wektor normalny i plaszezyzna $cisle styczna krzywej sa okreslone
w punktach, & ktorych wektor w” jest niezerowy. Przy tym warunku plaszczyzna Scile styczna

_ Jest rozpigta na wektorach T'(x) i N(x).

Stwierdzamy teraz, ze srodek g(x) = limgy(x) okregu granicznego jest koncem wektora majacero
hio

poczatek w punkcie w(x) a kierunek i zwrot wyznaczony przez wektor normalny N(x). Dlugosc
jego wynosi |w”’(x)|~'. Okrag ten istnieje, o ile w"(x) nie jest wektorem zerowym. Okrag ten
nazywa sie okregiem $cisle stycznym do naszej krzywej w jej punkcie w(x). Izolowane punkty
krzywej, w ktorych okrag $cisle styczny nie istnieje, nazywamy jei punktami wyprostowania.

Podamy przyklad. Weimy krzywa opisana odwzorowaniem ¢ okre$lonym na calej osi
: #) 1 ;
liczbowei, takim, ze @, (¢) = 1, p2(1) = "'3— 13, i) = o 1%, Wektor o skladowych ¢;(¢),

@alt), pa(r), a wiec wektor e, + V’z_r’ez—H‘e,, jest styczny do krzywej w punkcie @(7). Aby
otrzyma¢ jednostkowy wektor styczny podzielimy go przez jego dlugosc rowna 141, A wige
jednostkowy wektor styczny, ktory poprzednio oznacza hsmy przez w'(a(t)) jest rowny

(+19 e + Y22+ 1% Tea + 14 (1 + 1) e

Ob!iczymy pochodng odwzorowania ¢ — w'(c(¢)). Na podstawie wzoru na pochodng funkgcji
zlozonej mamy

S|y W) = W N o0,
Zas o'(r), pochodna dlugoici tuku wzgledem parametru r, w naszym przykladzie jest rowna
1+ 1*; wynika to ze wzoru (1) zastosowanego do naszego przykladu. Wyliczamy wigc

wia) =

=7} %I wio(x)) = ———r —— |{(| +x9)-tep+ Y2 a1+ x4 tea+ x4l +x4)ley) =

]+l‘ dx[

= :,‘}!( 430, +2 )2 (1—15)e2+40%;).

Jedynym punktem wyprostowania tej krzywej jest punkt @(0) = (0, 0, 0). Promiesi okregu
Scile stycznego zmierza do nieskoriczonosci, gdy punkt krzywej zmierza do ¢(0). Plaszczyzna
Scisle styczna w tym punkcie jednak istnieje. Jest nig plaszczyzna o rownaniu x; = 0.



rownoskretny = tak samo zorientowany
uklad wektorow jest ortonormalny, jezeli
wektory te sa parami prostopadle i kazdy
z nich ma dlugosc 1

reper w E3 — to ortonormalny uklad
trzech wektorow

Rozwigzanie zadania M 249, Dla »n = 3
teza jest oczywista, Dla » > 3 niech AB

i CD bedy dwoma nickolejnymi odcinkami
L, Poniewat srednica L jest réwna 1,
punkty C i D muszy lezeé w przecicciu kol
© promieniu 1 i srodkach w 4 i 8.

M

N
Latwo teraz zauwazyé, e gdy C leiy
w , Arbjkacic” ABM, D musi leieé poza tym
zbiorem, czyli w | Irdjkacie” ABN, a wigc
odcinki 4B i €D przecinajy sie.

Oznaczmy przez P i P’ polplaszczyzny,
na ktore prosta Ax 4, dzieli plaszc
Gdy teraz A c P, 2

powiedzianego wylej

wynika, #¢ 4, € P, A, e P’ jtd, Poniewaz
Ay Ay | Ap. Ay przecinojy sig, Ax_; musi
leded w P, Wynika stnd, 22 a—1 jest
parzyste, czyli, e # jest nicparzyste

c.hdo

Wré¢my do ogolnych rozwazai. W kazdym punkcie nie bedacym punktem wyprostowania
krzywej zaczepilismy dwa wektory jednostkowe i wzajemnie prostopadle: wektor styczny

T(x) = w'(x) i wektor normalny N(x) = x%(x)w’’(x), przy czym przez x=(x) oznaczyli§my
krzywizng w punkcie w(x). Oznaczmy przez B(x) iloczyn wektorowy T(x)\/N(x). Troika
wektorow [7(x), N(x), B(x)] stanowi uklad normalny, rownoskretny z ustalonym na poczatku
ukladem bazowym [e,, e;, es]. Ukiad ten nazywamy reperem Freneta albo tez trdjnogiem
Freneta rozwazanej krzywej w danym punkcie. Wykazemy teraz, ze wektor N’(x) jest
prostopadly do wektora N(x), a wektor B'(x) jest prostopadly do B(x). Istotnie, rézniczkujac
tozsamosci (V(x), N(x)) = 1i <B(x),B(x)) = 1 otrzymamy po prostych przeksztalceniach
{B(x), B'(x)> = 0i <N(x), N'(x)) = 0, a wigc warunki prostopadlosci. Wynika stad, ze koniec
wektora B'(x) nalezy do plaszczyzny rozpictej na wektorach T'(x) i N(x), a koniec wektora
N'(x), do plaszczyzny rozoigtej na wektorach B(x) i T(x). Mozemy wigc napisa¢

N'(x) = a(x) T(x)+ r(x) B{x),

B'(x) = y(x) T(x)+ nlx) N(x).

Mnozzc skalarnie pierwsza z powy7szych réwnosci kolejno przez T(x) i przez B(x) a druga
kolejno przez T(x) i przez N(x) i uwzglgdniajge ortonormalno$é ukladu [T, N, B] otrzymamy

alx) = {N'(x), T(x)>,
p(x) = (B'(x), T(x}),

Alx) = (N'(x), B(x)>,
nlx) = (B'(x), N(x)>.

Dalej, rozniczkujgc tozsamosci <N(x), T(x)> = 0, (N(x). B(x)> = 0i <T(x),B(x)> = 0
otrzymamy
INYx), T(x)3 = —<T'(x), N(x)>,
(N'(x), B(x)) = —<(B'(x), N(x);,
(B'(x), T(xpy = —<{T'(x), B(x)),
a stad
al(x) = —x(x),

nlx) = —7(x), p(x)=0.

Teraz mozemy napisa¢ razem otrzymane rownosci
wi(x) = T(x),
N(x) = — x(x) T(x) + (x) B(x),

T'(x) = =(x) N(x),
B'{x) = —r(x)T(x).

)

Nazywaja si¢ one rownaniami ruchomego repera Freneta, albo krétko rdwnaniami Freneta.
Wystepujacy w nich wspolczynnik 7(x) nazywa si¢ skreceniem krzywej w punkcie w(x). Mozna go
zinterpretowac nastgpujaco: wektor B(x) jest wektorem o diugosci 1 prostopadiym

do plaszczyzny Scisle stycznej w punkcie w(x), a wektor B(x+ /) takimz wektorem w punkcie
w(x+h). Mamy

|
[7()] = 2?’5 |,,—||8(x+hl—3(x}l.

a(x, h)

2 ]
migdzy wektorami B(x+h) i B(x). Jest to zarazem kat miedzy plaszczyznami éciéle stycznymi
w punktach w{x+h) i w(x). A wiec

Licznik powyzszego ilorazu roznicowego jest réwny 2sin

gdzie a(x, h) jest katem

2sin
x)| = lim —— = lim
|79l = tim — i

e, B)
2 alx, h)

Jezeli krzywa lezy w pewnej plaszczyinie, to B(x+ /) = B(x) stale i wtedy skrecenie znika.
Mozemy wigc powiedzie, ze skrecenie charakteryzuje odchylenis krzywej od plaskosci. Stosujac
wzory na transformacj¢ ukladu wspélrzednych nietrudno sie przekonaé, ze postaé wzorow (9)
nie ulegnie zmianie, gdy uklad wspotrzednych zastapimy innym. Co wiecey, funkeje i ©
pozostana nie zmienione. Wartoéci krzywizny i skrecenia pozostana nie zmienione rowniez
wtedy, gdy zmienimy parametryzacje. (Zauwazmy, ze parametryzacja naturalna nie jest
wyznaczona jednoznacznie, lecz zalezy od ustalonego na poczatku punktu x,). Dlatego

—~ krzywizng i skrecenie nazywamy niezmiennikami rozniczkowymi krzywej, a dlugosé luku — jej

niezmiennikiem catkowym,

Zachodzi teraz pytanie, czy zadajac z géry na pewnym przedziale (a, b) dwie funkcje ciagle,

u i v mozemy znalezé krzywa, dla ktorej funkcije te beda odpowiednio krzywizna i skreceniem.
A jedli znajdziemy, to w jakim stopniu zadanie tych funkcii okresla krzywa jednoznacznie?

Odpowiedz na to pytanie daje nam nastgpujace

Twierdzenie. Dla kazdych dwu funkcji ciaglych u i v na pewnym przedziale (a, b) istnicje taka
krzywa o przedstawieniu parametrycznym @ okreslonym na (a, b), e u(t) jest jej krzywizng
a v(t) skreceniem w punkcie @(t). Ponadto krzywa ta jest wyznaczona jednoznacznie

z dokladnosciq do polozenia w E* (precyzyiniej: z dokladnoécia do izometrii tej przestrzeni).

&
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Rozwiyzanie zadania M 247, Zauwaimy,
ze jezeli m = 4, to reszta z dzielenia 27
przez 80 jest jedng z liczb 16, 32, 48, 64,
A reszta z dzielenia 3" przez 80 — jedng z
liezb 1, 3, 9. Widad jui teraz, 2e 20 | 3™
dla m, n = 4 nie mogg byé kolejnymi
liczbami naturalnymi, Bezposrednie
sprawdzenie dla pozostalych wartosci m, »n
przekona nas, e jedynymi rozwigzaniami
moga byé pary (1, 2), (2, 3), (3, 4).

(8, 9).

Rozwigzanie zadania F 86, Po przeniesieniu
kofcéw do punkiu B, pret przyjmic

ksztalt tréjkata, lanicuch — wiclokata,
Zmuszenie lancucha do odtworzenia
ksztaliu |, zloZzonego' preta, wymaga
pociggnigcia odpowiedniego ogniwa ku
dotowi, co wigke si¢ z wykonaniem
dodatkowe] pracy. Zatem, minimalna praca
podniesienia konca lancucha jest mniejsza.
Bardziej formalny dowéd mozna
przeprowadziéc wykazujac, ze isrodek masy
trojkata lezy wyzej. Pozostawiamy to jako
ewiczenie dln Czytelnika.

Dla dowodu zauwazmy najpierw, Ze opis parametryczny takiej krzywej ma spelniaé nastepujacy
uktad réwnan rozniczkowych

w(x) = T(x), T'(x) = plx)N(x),
N'(x) = —p(x)T(x) +v(x)B(x), B(x) = —»(x)T(x),

(10

przy czym wektory T, N, B maja stanowi¢ ortonormalne pole reperow Freneta wzdluz krzywej
opisanej przez . Zaczniemy od tego, 7e w (a, b) ustalimy dowolny punkt wewnetrzny xo a w E3
uklad ortonormalny [e,, ez, €3] o poczatku w 8. W punkcie 0 zaczepimy reper ortonormalny

[f‘, I\B!, BO] rownoskretny z [ey, ez, es]. Niech & bedzie takq liczba dodatni, ze

(xo—h, xo+h) < (a, b). Uklad (10) zapiszemy w postaci calkowej

X x
ww = 6+ [ T0ds, T = T+ | us)N@s,
(10%) i #a
5 x X
N = N+ § (@O T@+r)BE) ds.  Be) = B+ | (=2 7)) ds,
Xn Xn

Okreslmy w przedziale (xo—h, x,) funkcie wektorowe
u(x) = —xF, T(x)=7TF, N(x)=N, B,(x)=B.

W przedziale [vq, xo+ /) przyjmiemy

x X
w = § Tis=mds, Ti0 = T+ | w&N.(s-mds,
Xo Xg
an
X X
N = N+ § (Cu@T(s-M4r(@)Bis—m) ds,  Bi(x) = B+ § (—w() Ti(s—1) ds.
Xy Xo

Majac funkcje wektorowe Ty, N,, B, okreSlone w przedziale [xq, xo+ /] mozemy je podstawic
do calek po prawej stronie wzordw (11) i otrzymujemy ich przedluzenia na przedziat

[xo+h, xo+2h]. Nastepnie tym samym sposobem przedluzamy je na przedziat [xq+ 2k, xo+ 34]
i tak dalej, az okreslimy je na calym przedziale [x,, b]. Opis u, pewnej krzywej okre$lamy teraz
na [xo, b] przyjmujac

E
u (%) = S T,(s)ds.
Xg

Teraz przedtuzymy funkcje wektorowe T, N,, B,, a nastepnie u, na przedzial [a, x,] przyjmujac

Xg Xo
T = T § w@Nis+Bds, N = N= | (~ & T+ +v@NG+R) ds,

X X
Xo Xg

Bi(x) = B+ [ vOTiG6+hds, m) =~ | T
X A

najpierw dla przedzialu [xo—#, x,], potem dla (xo— 2k, xo—Hl, i tak dalej, az przedluzymy je
na caly odcinek (a, x,]. Nastepnie wykonujemy analogiczng konstrukcje przyijmujac na poczatku
zamiast h liczbe #/2. Wyzej opisana metoda okreslimy na przedziale (a, b) funkcje wektorowe
T2, N2, B; i u,. Biorac dalej h/4, /8 ..., h/2", ... w miejsce h otrzymamy ciagi funkcji
wektorowych T, N,, B,, u,. Mozna wykazaé, czego tu robi¢ nie bedziemy, ze istnieia graniczne

funkcje wektorowe u = limu,, T = limT,, N = lim/&,, B = limB, i ze funkcje te speiniaja
n|o njoo 3 Ajo n|oo

ukiad (10%), wiec i (10). Korzystaigc z podstawowych twierdzei o jednoznacznosci rozwigzan
ukiadow rownan rozniczkowych mozna pokazac, ze podanie wyjsciowego repera [f‘, N ,Bu]
zaczepionego w okre$lonym punkcie daje rozwiazanie ukladu (10), a tym samym opis krzywej,
jednoznacznie. Stwierdzamy wige, ze podanie dwoch podstawowych niezmiennikow, krzywizny
i skrecenia okresla jednoznacznie krzywa z dokladnoécig do iej polozenia w przestrzeni
euklidesowej E*. Proponujemy Czytelnikowi przesledzenie wyzej pokazanej konstrukcji

w przypadku kiedy skrecenie znika i wykazanie, ze wtedy krzywa lezy w pewnej plaszczyZnie.

Z tego twierdzenia wyplywa wazny wniosek, dotyczacy linii §rubowej:

Whiosek: Jezeli krzywa w przestrzeni E® ma stalg krzywizne i stale skrecenie, to jest
izometryczna z liniq srubowq, okreslong wzorem

@(t) = (acost, asint, cr).
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