
Opis naturalny krzywej - to taki jej opis

parametryczny, ze parametr moze byc

interpretowany jako dlugosc luku od
pewnego ustalonego punktu krzywej.

Przez v autor oznacza iloczyn wektorowy

hlO znaczy "h dazy do zera"

Przyjmujemy, ze w punktach wyprostowania

krzywizna jest równa O.

okrzywiznie, skreceniu i trójnogu Freneta (I I)

Doc. dr Andrzej SZYB/AK

Streszczenie czescil
Krzywizna krzywej to odwrotnosc promienia okregu scisle stycznego. A okragscisle styczny w punkcie p to

graniczne polozenie okregów przechodzacych przez punkty bliskiep. Jest to "najlepiej" styczny ze wszystkich
okregów stycznych do krzywej. Jezeli C jest krzywa przestrzenna, toplaszczyzna scisle stycznaw punkcie p
nazywamy graniczne polozenie plaszczyzn przechodzacych przez punkty bliskiep. Jest to ta plaszczyzna,

w której "lezalaby krzywa, gdyby byla plaska". '

W czesci II jest mo,,!a o wektorach, które (gdy sie dobrze przyjrzec) stercz~ z kazdego punktu krzywej.

Zajmujemy sie w dalszym ciagu krzywa wE3 opisana przez odwzorowania naturalne pewnego
przedzialu L w przestrzen euklidesowaE3: x •...•(w,(x), wz(x), W3(X». Zakladamy, zeWI, Wz i W3

maja ciagle pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu. Gdyh jest mala liczba, punkty
w(x-h), w(x), w(x+h) leza tez blisko siebie. Niecha(x, h) = w(x)-w(x-h), b(x, h) =
= w(x+h)-w(x), c(x, h) = w(x+h)-w(x-h).

Oznaczmy przezqh(X) srodek okregu przechodzacego przez punktyw(x-h), w(x) i w(x+h)

a przezrh(x) wektor W(X)qh(;)' Oczywiscie mamyrh(x) = Irh(X) I i rh(x) 1..a(x, h)Vb(x, h).

Wobec tego wektor granicznyJimrh(x) bedzie prostopadly do wektora -w'(x)Vw"(x), jak
hlG

równiez do wektora w'(x). Wynika stad, ze

-----~ l
lim W(X)ah(X) = Hm Th(X) = -I "( )-1 N(x) ,hlG hlC w x

gdzie N(x) oznacza wektor o dlugosci l prostopadly do wektoróww'(x) oraz do - w(x)Vw"(x)

i majacy zwrot zgodny ze zwrotem wektoraw"(x). Wektor N(x) nazy\yamy wektorem normalnym

naszej krzywej w punkciew(x). Wektor normalny i plaszczyzna scisle styczna krzywej sa okreslone
w punktach, IN których wektor w" jest niezerowy. Przy tym warunku plaszczyzna scisle styczna

_ jest rozpieta na wektorachT(x) i N(x).

Stwierdzamy teraz, ze srodekq(x) = Iimqh(x) okregu granicznego jest koncem wektora majacero
hiG

poczatek w punkciew(x) a kierunek i zwrot wyznaczony przez wektor normalnyN(x). Dlugosc
jego wynosi Iw"(x)I-I. Okrag ten istnieje, o ilew"(x) nie jest wektorem zerowym. Okrag ten
nazywa sie okregiem scisle stycznym do naszej krzywej w jej punkciew(x). Izolowane punkty
krzywej, w których okrag scisle styczny nie istnieje, nazywamy jejpunktami wyprostowania.

Podamy przyklad. Wezmy krzywa opisana odwzorowaniemrp okreslonym na calej osi

liczbowej, takim, zerpl(t) = t, rpz(t) = _t32 t3, rp3(t) = -:- t3• Wektor o skladowych rp;(t),

rp;(t), rp;(t), a wiec wektor e,+ y2tZez+t4e3, jest styczny do krzywej w punkcierp(t). Aby
otrzymac jednostkowy wektor styczny podzielimy go przez jego dlugosc równa1+ t4. A wiec
jednostkowy wektor styczny, który poprzednio oznaczalismy przezw'(a(t» jest równy

(l + t4)-le, + Y2tz(I + t4)-lez + t4(1 + t4)-Je3.

Obliczymy pochodna odwzorowaniat -> w'(a(t). Na podstawie wzoru na pochodna funkcji
zlozonej mamy

Zas a'(t), pochodna dlugosci luku wzgledem parametrut, w naszym przykladzie jest równa
l +t4; wynika to ze wzoru (I) zastosowanego do naszego przykladu. Wyliczamy wiec

, d I 'd -

w"(I1(I» = --.-() -d I W'(I1(X» = -,--. -d I (O +x")-'el + y'2 x'O +x')-le,+x'O +x")-le,) =a 1 x l +1 x t

,-
~ '0+1')' (-4I'e,+2 V2 (1-1')e,+4t'e,).

Jedynym punktem wyprostowania tej krzywej jest punktrp(O) = (O, O, O). PIOmien okregu
scisle stycznego zmierza do nieskonczonosci, gdy punkt krzywej zmierza dorp(O). Plaszczyzna
scisle styczna w tym punkcie jednak istnieje. Jest nia plaszczyzna o równaniuX3 = O.
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równoskretny = tak samo zorientowany

uklad wektorów jest ortonormalny, jezeli

wektory te sa parami prostopadle i kazdy
z nich ma dlugosc 1

reper w EJ - to ortonormalny uklad
trzech wektorów

WrÓCmy do ogólnych rozwazan. W kazdym punkcie nie bedacym punktem wyprostowania
krzywej zaczepilismy dwa wektory jednostkowe i wzajemnie prostopadle: wektor styczny
T(x) = w'(x) i wektor normalny N(x) = x(x)w"(x), przy czym przezx(x) oznaczylismy
krzywizne w punkcie w(x). Oznaczmy przezB(x) iloczyn wektorowy T(x) V N(x). Trójka

wektorów [T(x), N(x), B(x)] stanowi uklad normalny, równoskretny z ustalonym na poczatku
ukladem bazowym [e., e2, e3]. Uklad ten nazywamy reperem Freneta albo teztrój'lOgiem
Freneta rozwazanej krzywej w danym punkcie. Wykazemy teraz, ze wektorN'(x) jest
prostopadly do wektoraN(x), a wektor B'(x) jest prostopadly doB(x). Istotnie, rózniczkujac
tozsamosci <N(x), N(x» = 1 i <B(x),B(>:» = I otrzymamy po prostych przeksztalceniach
<B(x),B'(x» = O i <N(x), N'(x» = O, a wiec warunki prostopadlosci. Wynika stad, ze koniec
wektora B'(x) nalezy do plaszczyzny rozpietej na wektorachT(x) i N(x), a koniec wektora
N'(x), do plaszczyzny rozpietej na w("ktorachB(x) i T(x). Mozemy wiec napisac

N'(x) = o«x)T(x)+r(x)B(x),

B'(x) = y(x)T(x)+'1(x)N(x).

Mnozac skalarnie pierwsza z powyzszych równosci kolejno przezT(x) i przez B(x) a druga
kolejno przez T(x) i przez N(x) i uwzgledniajac ortonormalnosc ukladu[T, N, B] otrzymamy

o«x) = (N'(x), T(x» ,

y(x) = (B'(x), T(x» ,
fJ(x) = (N'(x), B(x» ,

'1(x) = (B'(x), N(x»;

(9)-
Rozwiazanie zadania M 149. Dlan = 3

teza jest oczywista. Dlan > 3 niech AB

i CD beda dwoma niekolejnymi odcinkami

L. Poniewaz srednica L jest równa l,
punkty C i D musza lezec w przecieciu kól
o promieniu 1 i srodkach wA i B.

Latwo teraz zauwazyc, ze gdy C lezy
w ."trójkacie" ABM, D musi lezec poza tym
zbiorem, czyli w "trójkacie" ABN, a wiec

odcinki ,iii i CD przecinaja sie.

Oznaczmy przez P i P' pólplaszczyzny,
na które prosta A" A l dzieli plaszczyzne.

Gdy teraz Al € P', z powiedzianego wyzej
wynika, 7..e AJ E p. A4 E p' itd. Poniewaz

A7A'l i AII_IA~ przecinaja sie, A"_l musi
lezec w r. Wynika stad, z.en- l jest
parzyste, czyli, ze n jest nieparzyste
c.b.d.o.

E
p

Dalej, rózniczkujac tozsamosci<N(x), T(x» = O, <N(x), B(x» = O i <T(x), B(x» = O

otrzymamy

(N'(x), T(x» = -(T'(x), N(x» ,

(N'(x), B(x» = -(B'(x), N(x» ,

(B'(x), T(x» = - (T'(x), B(x» ,

a stad
o«x) = - "(X), '1(x) = - r(x), y(x) = o.

Teraz mozt;:my napisac razem otrzymane równosci

w'(x) = T(x) , T(x) = ,,(x) N(x) ,

N'(x) = - ,,(x) T(x)+ r(x)B(x), B'(x) = - r(x) T(x).

Nazywaja sie one równaniami ruchomego repera Freneta, albo krótkorównaniami Freneta.

Wystepujacy w nich wspólczynnikrex) nazywa sieskreceniem krzywejw punkcie w(x). Mozna go
zinterpretowac nastepujaco: wektorB(x) jest wektorem o dlugosci 1 prostopadlym
do plaszczyzny scisle stycznej w punkciew(x), a wektor B(x+h) takimz wektorem w punkcie
w(x+h). Mamy

I r(x) I = ~~ /*r /B(x+h)-B(x)/.

Licznik powyzszego ilorazu róznicowego jest równy 2sinO«Xih) , gdzie a.(x, h) jest katem

miedzy wektorami B(x+h) i B(x). Jest to zarazem kat miedzy plaszczyznami scisle stycznymi
w punktach w(x+h) i w(x). A wiec

o«x, h)

2sin-2- _ lim o«x, h).
/ r(x) / = lim --I-h/- -- - hlO h

Jezeli krzywa lezy w pewnej plaszczyznie, toB(x+h) = B(x) stale iwtedy skrecenie znika.
Mozemy wiec powiedziec, ze skrecenie charakteryzuje odchylenie krzywej od plaskosci. Stosujac
wzory na transformacje ukladu wspólrzednych nietrudno sie przekonac, ze postac wzorów (9)
nie ulegnie zmianie, gdy uklad wspólrzednych zastapimy innym. Co wiecej, funkcje x i r

pozostana nie zmienione. Wartosci krzywizny i skrecenia pozostana nie zmienione równiez
wtedy, gdy zmienimy parametryzacje. (Zauwazmy, ze parametryzacja naturalna nie jest
wyznaczona jednoznacznie, lecz zalezy od ustalonego na poczatku punktuxo). Dlatego
krzywizne i skrecenie nazywamy niezmiennikami rózniczkowymi krzywej, a dlugosc luku - jej
niezmiennikiem calkowym.

Zachodzi teraz pytanie, czy zadajac z góry na pewnym przedziale(a, b) dwie funkcje ciagle,
.u i v mozemy znalezc krzywa, dla której funkcje te beda odpowiednio krzywizna i skreceniem.
A jesli znajdziemy, to w jakim stopniu zadanie tych funkcji okresla krzywa jednoznacznie?

Odpowiedz na to pytanie daje nam nastepujace

Twierdzenie. Dla kazdych dwu Il/nkcji ciaglych fl i v na pewnym przedziale (a, b) istnieje taka

krzywa o przedstawieniu parametrycznym rpokreslonym na (a, b), ze flet) jest jej krzywizna
a l'(t) skreceniem w punkcie Ip(t). Ponadto krzywa ta jest wyznaczolla jednoznacznie

z dokladnoscia do polozenia wE3 (precyzyjniej: z dokladnosc!a do izometrii tej przestrzeni).
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Dla dowodu zauwazmy najpierw, ze opis parametryczny takiej krzywej ma spelniac nastepujacy
uklad równan rózniczkowych

przy czym wektory T, N, B maja stanowic ortonormalne pole reperów Freneta wzdluz krzywej
opisanej przezu. Zaczniemy od tego, ze w(a, b) ustalimy dowolny punkt wewnetrznyXo a w E'
uklad ortonormalny [el, e2, e3] o poczatku wO. W punkcie O zaczepimy reper ortonormalny

[T, N, E] równoskretny z [el'ez, e3]. Niech h bedzie taka liczba dodatnia, ze
(xo-h, xo+h) c (a, h). Uklad (lO) zapiszemy w postaci calkowej

Rozwiazanie zadania M 247. Zauwazmy,
ze jezeli n ;:::4. to reszta z dzielenia 2"

przez 80 jest jedna z liczb 16, 32, 48, 64,

a reszta z dzielenia 3· przez 80 - jedna z
liczb 1,3, 9. Widac juz teraz, ze 2"i 3m

dla m, n '" 4 nie moga byc kolejnymi

liczbami naturalnymi. Bezposrednie

sprawdzenie dla pozostalych wartoscim, n
przekona nas, ze jedynymi rozwiazaniami

moga byc pary (I, 2), (2, 3), (3, .4),
(8,9).

(10)

(l0*)

u'(x) = T(x), T'(x) = p(x)N(x),

N'(x) = -p(x)T(x)+v(x)B(x), B'(x) = -v(x)T(x),

x x

u(x) = e+ ~ T(s)ds. T(x)= T+ ~ it(S) N(s) ds,
Xo Xo

x

N(x) = N+ ~ (-p(s)T(s)+,'(s)B(s» ds,
xo

x

B(x) = B+ ~ (-v(s)T(s» ds,
xo

Okreslmy w przedziale(xo - h, xo) funkcje wektorowe

W przedziale [\"0, xo+h) przyjmiemy

x x

u,(x) = ~ T,(s-h)ds, T,(x) = T+ ~ p(s)N,(s-h)ds,
Xo -'-"o

(11)
X

N,(x) = N+ ~ (-p(s)T,(s-'h)+v(s)B,(s-':h» ds,
xo

X

B,(x) = il+ ~ (-v(s)T,(s-h» ds.
xo

Majac funkcje wektorowe T" NI, B l okreslone w przedziale[xo, Xo +h] mozemy je podstawic
do calek po prawej stronie wzorów (11) i otrzymujemy ich przedluzenia na przedzial
[xo+h, xo+2h]. Nastepnie tym samym sposobem przedluzamy je na przedzial[xo+2h, xo+3h]

i tak dalej, az okreslimy je na calym przedziale[xo, b]. Opis u l pewnej krzywej okreslamy teraz
na [xo, h] przyjmujac

x
T,(s)ds.

xo

Teraz przedluzymy funkcje wektoroweT, , NI, B I, a nastepnieu l na przedzial [a, xv] przyjmujac

xo

T,(x) = T- ~ p(s)NI(s+h)ds,
x

xo

B,(x) = B+ ~ v(s)T,(s+h)ds,
x

xo

N,(x) = N- ~ (- p(s) T,(s+ h)+v(s)N,(s+ h» ds,
x

xo

u,(x) = - ~ T,(s)ds
x

Rozwiazanie zadania F 86. Po przemesleniu

konców do punktu H, pret przyjmie
ksztalt trójkata, lancuch - wielokata.
Zmuszenie lancucha do odtworzenia

ksztaltu. ,zlozonego" preta. wymaga
pociagniecia odpowiedniego ogniwa ku
dolowi, co wiaze sie z wykonaniem

dodatkowej pracy. Zatem, minimalna praca

podniesienia konca lancucha jest mniejsza.
Bardziej formalny dowód mozna

przeprowadzic wykazujac, ze srodek masy

trójkata lezy wyzej. Pozostawiamy to jako
cwiczenie dla Czytelnika.

najpierw dla przedzialu [xo-h, xo], potem dla (xo-2h, xo-h], i tak dalej, az przedluzymy je
na caly odcinek (a, xo]. Nastepnie wykonujemy analogiczna konstrukcje przyjmujac na poczatku
zamiast h liczbe h/2. Wyzej opisana metoda okreslimy na przedziale(a, b) funkcje wektorowe
T2, Nz, B2 i U2' Biorac dalej h/4, h/8 ... , h/2", ... w miejsceh otrzymamy ciagi funkcji
wektorowych T., N., B., u•. Mozna wykazac, czego tu robic nie bedziemy, ze istnieja graniczne
funkcje wektorowe u = limu., T = IimT., N = limN., B = limB. i ze funkcje te spelniaja

nloo nlOO3 nloo nloo

uklad (l0*), wiec i (lO). Korzystajac z podstawowych twierdzen o jednoznacznosci rozwiazan

ukladów równan rózniczkowych mozna pokazac, ze podanie wyjsciowego repera[T, N,B]
zaczepionego w okreslonym punkcie daje rozwiazanie ukladu (lO), a tym samym opis krzywej,
jednoznacznie. Stwierdzamy wiec, ze podanie dwóch podstawowych niezmienników, krzywizny
i skrecenia okresla jednoznacznie krzywa z dokladnoscia do jej polozenia w przestrzeni
euklidesowej E3• Proponujemy Czytelnikowi przesledzenie wyzej pokazanej konstrukcji
w przypadku kiedy skrecenie znika i wykazanie, ze wtedy krzywa lezy w pewnej plaszczyznie.

Z tego twierdzenia wyplywa wazny wniosek, dotyczacy linii srubowej:

Wniosek: Jezeli krzywa w przestrzeniE3 ma stala krzywiznei stale skrecenie, to jest

izometryczna z lillia sruhowa,okreslona wzorem

'I'(t) = (acost, asint, ct).
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