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Co widzimy patrzac na krzywa?

Zauwazmy, ze.samoprzeciecie takie jest stabilne - gdy przeniesjemy sie do innego bliskiego
punktu, zobaczymy je znów:

Spójrzmy na zamieszczony obok rysunek toru Marsa na tle gwiazd. Domyslamy sie, ze to nie
planeta nagle zakrecila, tylko tak to nam sie wydaje.
Patrzac z boku na srube widzimy "ostrza", choc linia srubowa ich nie ma. Co jeszcze mozemy
zobaczyc patrzac na krzywa? Gdy z punktuO patrzymy na gladka krzywa przestrzennalP,

widzimy "tak naprawde" krzywa plaskalPo - rzut perspektywiczny krzywejlP. Rzut ten moze
nie miec zadnych punktów "osobliwych", moze jednak miec np. samoprzeciecie, spowodowane
widzeniem jednego luku krzywejlP na tle innego.
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Moga jednak w pewnych szczególnych przypadkach pojawic sie rozmaite punkty osobliwe.
Na przyklad mozna niekiedy znalezc cala rodzine prostych slizgajacych sie po trzech parami
skosnych lukach i zamiatajacych pewna powierzchnie - mozna to zobaczyc na hiperboloidzie
jednopowlokowej utkanej z prostych przecinajacych trzy dane proste skosne.

Patrzac z punktu lezacego na takiej powierzchni zobaczymy oczywiscie potrójne samoprzeciecie.
Wystarczy jednak opuscic powierzchnie, by nasze przeciecie potrójne rozpadlo sie na "trójkat"
zbudowany-z trzech luków przecinajacych sie w trzech punktach. Jest to tzw. osobliwosc
kowymiaru I.

Moga sie jednak przydarzyc i jeszcze bardziej osobliwe sytuacje. Wyobrazmy sobie na przyklad,
ze powierzchnie, z której obserwowalismy potrójne samoprzeciecie, przebija jeszcze inny luk
naszej krzywej. Gdy teraz nasze oko znajdzie sie na prostej przechodzacej przez ten punkt
przebicia, zobaczymy samoprzeciecie poczwórne:
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Na rysunku obok widzimy powierzchnie ~utkana z prostych stycznych do pewnej ~~

krzywej. Gdy nasze oko zbliza sie do tej ~ \)
powierzchni widzimy coraz wezsza petelke, ~

która wreszcie w punkcie osobliwym ~zamieni sie w "dziobek," aby wreszcie ~
rozwinac sie calkowicie.

Podobnie jak i poprzednio,
mamy tu do czynienia z
osobliwoscia kowymiaru I.
Katalog takich osobliwosci
zakonczy"pozorna
siycznosc" narysowana
obok wraz z jej rozwinieciem

~-~
Teraz juz nasza osobliwosc ma kowymiar 2 i pelny opis jej okolic wymaga rysunku
"dwuwymiarowego". Oto co mozemy zobaczyc zmieniajac nieco polozenie oka (kolorem
zaznaczono punkty, z których mozemy obserwowac samo przeciecie potrójne).
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A oto podobna seria rysunków dla sytuacji, w której krzywa przebija powierzchnie, z której
widac "dziobek":

Tu równiez na "dwuwymiarowym" rysunku okolic naszej osobliwosci widzimy krzywe
odpowiadajace osobliwosciom prostszym - o kowymiarze l: "pozornej stycznosci", "dziobkowi"
i trzykrotnemu samoprzecieciu. Mozemy wreszcie na tle dwóch pozornie stycznych luków
zobaczyc trzeci luk "przecinajacy je". O tym, jak to sie moze stac i co mozemy zobaczyc
z sasiednich punktów, opowiedza nastepne obrazki:

Nasz katalog osobliwosci kowymiaru 2 jest jeszcze niekompletny. Brak mu jeszcze dwu pozycji
o dosc podobnym charakterze. Zauwazmy, ze "typowa stycznosc pozorna" dawala obrazek bardzo
podobny do stycznosci prostej i zwyklej paraboli. Moze sie jednak zdarzyc, ze otrzymamy cos,
co przypomina wykres funkcjiy = x3 styczny do osix - bedzie to tez osobliwosc kowymiaru 2.

Jak widac, w poblizu moga sie pojawic zwykle "pozorne stycznosci".

Mozliwy jest równiez pewien odpowiednik tej osobliwosci w postaci "wyjatkowo ostrego dziobka",
którego otoczenie wyglada tak:

Tu z kolei otoczenie punktu osobliwego zawiera punkty, z których widac "dziobek" lub "pozorna
stycznosc" .

Osobliwosci kowymiaru 3 nie sajuz zbyt ciekawe: moze sie na przyklad zdarzyc, ze dwa luki
krzywej zaczna w perspektywie wygladac podobnie do wykresuy = x4 stycznego do osix lub
tez z pewnego punktu wyjatkowego zobaczymy narysowana powyzej "stycznosc rzedu 3" na tle
innego fragmentu naszej krzywej. A jesli przypadkiem zobaczymy cos, czego w naszym katalogu
brak? Na przyklad cos takiego:

Otóz mozemy uznac dwie krzywecjJ i tp (rozumiane jako odwzorowaniaR w R3) za bliskie, gdy
dla kazdej wartosci parametrut odleglosci IcjJ(t)- tp(t)l, icjJ'(t)-tp'(t)l, ... , 14-(4)(t}_tp(4)(t)1 sa
male (jest to tzw.C4 - topologia). Gdy tak okreslimy bliskosc, okaze sie (co udowodnil
C. T. C. Wall), ze dowolnie blisko kazdej krzywej znajduje sie (inna) krzywa, która zademonstruje
nam tylko opisane wyzej osobliwosci (mozna ja nazwac krzywa regularna). Co wiecej "nietypowe"
czyli nieregularne krzywe to tylko nieliczne wysepki w przestrzeni wszystkich krzywych.

Inaczej mówiac: aby wygiac drut do krzywej nieregularnej musimy sie bardzo starac. A g~y
dostaniemy do reki taka krzywa, mozemy ja bez wysilku zdeformowac tak, aby otrzymac krzywa
regularna - chocby drut byl budzo sztywny.
Kowymiar osobliwosci to - najprosciej mówiac -liczba parametrów niezbednych do pelnego
opisu jej pobliza.

?czylub cas takiego

No cóz - widocznie mamy do czynienia z nietypowa krzywa. Kiepski dowcip? Nie - trzeba
tylko powiedziec, co to znaczy, ze krzywa jest nietypowa.
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Dlaczego uzywa". tylko l'r~d. o napieciu
220 V. 127 V (ZSRR), oraz 110 V (np.

l..SA). Po prestu 220e 2 1.0 i urzadzenia
dostosowane do 'lO V latwo przerobic

(prze> polaczen e szeregowe) na 220 V
OZ k.,lei 110 2 ~5 a 55 " to minimalne

n lpiede potrzebne do zapalenia luku

weglowego, p;e-wszego cleklry.::zneJo zr6dla
w,at'a. A co Le 127' OtOz 220 Vi 110 V

tC' tzw napiecia skuteczne n;oau ••...zmiennego

decYci_A,ce o jego energii. "laplec·,e skuteczne

dla prad •• plynacego mIedzy eleKtroda
o potencj;.] te zm.ennym I elektroda

o potenciale >talym (np. Zle"""~) Jest l 2

taL}' mniejsze fliZ napiecie aksyma1ne.
"latoml.lst ~'J 'Orc;,~_ trójfazowegl)

plyn~1l"ego mledz}' dWlem<l dowdn)'-ml

flu .......•1 l 2 z.amIC"',la Sien" S'.' Jezet:
napiecle makSy.-,alne wynos. 210 V (to juz

magla liczb, bo o zapaleniu sie luku
decydul> pr "'clez napiecie skuteczne), to

skuteczne równa Sle 220/113" 127 V
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