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Spojrzmy na zamieszczony obok rysunek toru Marsa na tle gwiazd. Domyslamy sig, Ze to nie
Fomaihout planeta nagle zakrecita, tylko tak to nam sie wydaje.

Patrzac z boku na Srube widzimy ,,ostrza’’, cho¢ linia $rubowa ich nie ma. Co jeszcze mozemy

zobaczy¢ patrzac na krzywa? Gdy z punktu O patrzymy na gladka krzywa przestrzenng @,

widzimy ,,tak naprawde’’ krzywa plaska @, — rzut perspektywiczny krzywej @. Rzut ten moze

nie mie¢ zadnych punktow ,,osobliwych™, moze jednak mie¢ np. samoprzeciecie, spowodowane

widzeniem jednego tuku krzywej @ na tle innego.

Zauwazmy, ze samoprzecigcie takie jest stabilne — gdy przeniesiemy si¢ do innego bliskiego
punktu, zobaczymy je znéw:

Moga jednak w pewnych szczegdlnych przypadkach pojawic si¢ rozmaite punkty osobliwe.
Na przykiad mozna niekiedy znalez¢ cala rodzine prostych slizgajacych sie po trzech parami
skosnych tukach i zamiatajacych pewng powierzchnie — moina to zobaczy¢ na hiperboloidzie
jednopowlokowej utkanej z prostych przecinajacych trzy dane proste skosne.

Patrzac z punktu lezacego na takiej powierzchni zobaczymy oczywiscie potrojne samoprzeciecie.
Wystarczy jednak opusci¢ powierzchnig, by nasze przecigcie potrojne rozpadlo sig na ,,trojkat”™
zbudowany z trzech lukow przecinajacych sie w trzech punktach. Jest to tzw. osobliwos¢
kowymiaru 1.

Na rysunku obok widzimy powierzchnig Podobnie jak i poprzednio,
utkang z prostych stycznych do pewnej mamy tu do czynienia z
krzywej. Gdy nasze oko zbliza si¢ do tej osobliwescig kowymiaru 1.
powierzchni widzimy coraz wezsza petelke, Katalog takich osobliwosci
ktora wreszcie w punkcie osobliwym zakonczy ,,pozorna

zamieni sie w ,,dziobek,”” aby wreszcie styczno$é” narysowana
rozwina¢ sie catkowicie. obok wraz z jej rozwinigciem

Moga si¢ jednak przydarzyc i jeszcze bardziej osobliwe sytuacje. Wyobrazmy sobie na przyklad,
ze powierzchnig, z ktorej obserwowaliSmy potrdjne samoprzecigcie, przebija jeszcze inny tuk
naszej krzywej. Gdy teraz nasze oko znajdzie sig¢ na prostej przechodzacej przez ten punkt
przebicia, zobaczymy samoprzecigcie poczworne:

Teraz juz nasza osobliwo$¢ ma kowymiar 2 i pelny opis jej okolic wymaga rysunku
,»dwuwymiarowego™. Oto co mozemy zobaczy¢ zmieniajac nieco polozenie oka (kolorem
zaznaczono punkty, z ktorych mozemy obserwowaé samoprzeciecie potrdjne).




A oto podobna seria rysunkow dla sytuacji, w ktorej krzywa przebija powierzchnig, z ktorej

widac¢ ,,dziobek™":
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Tu rowniez na ,,dwuwymiarowym’’ rysunku okolic naszej osobliwodci widzimy krzywe
odpowiadajace osobliwosciom prostszym — o kowymiarze 1: ,,pozornej stycznosci”, ,,dziobkowi”
i trzykrotnemu samoprzecigciu. Mozemy wreszcie na tle dwoch pozornie stycznych tukow
zobaczy¢ trzeci luk ,,przecinajgcy je”’. O tym, jak to si¢ moze sta¢ i co mozemy zobaczyé

z sasiednich punktow, opowiedzg nastepne obrazki: & | A

Nasz katalog osobliwosci kowymiaru 2 jest jeszcze nickompletny. Brak mu jeszcze dwu pozycji

o dos¢ podobnym charakterze. Zauwazmy, Ze ,,lypowa stycznos¢ pozorna’ dawala obrazek bardzo A\,

podobny do stycznosci prostej i zwyklej paraboli. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze otrzymamy cos, _ﬁ .

co przypomina wykres funkcji y = x* styczny do osi x — bedzie to tez osobliwos¢ kowymiaru 2. ) \kTJ
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Jak wida¢, w poblizu moga si¢ pojawi¢ zwykle ,,pozorne stycznosci””. /g\ " %V _

Mozliwy jest rowniez pewien odpowiednik tej osobliwosci w postaci ,,wyjatkowo ostrego dziobka'’, o=
ktorego otoczenie wyglada tak: N
2 ygla N\ = < 3
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Tu z kolei otoczenie punktu osobliwego zawiera punkty, z ktorych wida¢ ,,dziobek ™' lub ,,pozorna i o, R e
stycznosé’”. )

Osobliwosci kowymiaru 3 nie s3 juz zbyt ciekawe: moze si¢ na przyklad zdarzy¢, ze dwa tuki
krzywej zaczna w perspekiywie wygladac¢ podobnie do wykresu y = x* stycznego do osi x lub
tez z pewnego punktu wyjatkowego zobaczymy narysowang powyzej ,,stycznosé¢ rzedu 3"’ na tle
innego fragmentu naszej krzywej. A jesli przypadkiem zobaczymy co$, czego w naszym katalogu
brak? Na przyklad co$ takiego:

lub co$ takiego & . =2l oy A{ “\\ ?

No ¢z — widocznie mamy do czynienia z nietypowa krzywa. Kiepski dowcip? Nie — trzeba
tylko powiedzie, co to znaczy, ze krzywa jest nietypowa.

Ot6z mozemy uznaé dwie krzywe ¢ i y (rozumiane jako odwzorowania R w R®) za bliskie, gdy
dla kazdej wartosci parametru ¢ odleglosci | @ (1) — (D), [ (D) —y (1), ..., |¢ V() — (1) sa
male (jest to tzw. C* — topologia). Gdy tak okreslimy bliskos¢, okaze si¢ (co udowodnit

C. T. C. Wall), ze dowolnie blisko kazdej krzywej znajduje si¢ (inna) krzywa, ktora zademonstruje
nam tylko opisane wyzej osobliwoéci (moZna ja nazwaé krzywa regularna). Co wigcej ,,nietypowe’’
czyli nieregularne krzywe to tylko nieliczne wysepki w przestrzeni wszystkich krzywych.

Inaczej mowigc: aby wygia¢ drut do krzywsj nieregularnej musimy si¢ bardzo starac. A gdy
dostaniemy do reki taka krzywg, mozemy jq bez wysitku zdeformowac tak, aby otrzyma¢ krzywa
regularng — chocby drut byl bardzo sztywny.

Kowymiar osobliwosci to — najproSciej mowiac — liczba parametréw niezbednych do pelnego
opisu jej pobliza.
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