- O krzywych
1 powierzchniach
Prof. dr Roman DUDA

Powiadajg niektorzy, ze matematyka jest podobna do muzyki. To podobiefistwo w kazdym
razie przyszlo mi na my$l, kiedy zasiadtem do pisania tego artykutu i zdalem sobie sprawe, ze
jest to temat, ktdéry mozna — jak dobry temat w muzyce — rozwina¢ wieloma sposobami

i w kazdym z powstalych ta droga utworow zawrze¢ kawalek ciekawej matematyki.
Postanowilem jednak, ze miast rozwija¢ temat, dokonam jakby przegladu niektorych rozwinieé

z nadzieja, Ze i takie brzgkanie moze si¢ okaza¢ dla Czytelnika interesujace. Osig tego przegladu,
wprowadzajaca pewien lad, bedzie historia.

Jak kazda niemal historia, takZe i ta zaczyna si¢ od Grekow. W Elementach Euklidesa,
najbardziej znanej ksiazce naukowej $wiata, znajduje sig czarujgce w swej prostocie okreslenie:
linia to dlugo$é bez szerokosci (ksiega I, definicja 2). 1 nieco dalej: kraricem powierzchni jest

linia (definicja 6). Okreslenia te lezg do dzi$ u Zrodel intuicyjnego rozumienia krzywej

i wystarczaly jako jej definicja do czasow niemal nam wspolczesnych (slowo linia jest synonimem
krzywej). Pierwsze z nich kladzie nacisk na jednowymiarowy charakter krzywej, drugie za$ wigze
ja z powierzchniag majaca (na mocy definicji 5 tamze) tylko dlugosé i szeroko$é. Ow zwigzek

stal sig w XX wieku podstawa tzw. indukcyinego pojecia wymiaru, z ktorego rozwinela si¢ teoria
wymiaru — ale to juz do tematu nie nalezy. Nie ma natomiast w Elementach rozumienia krzywej
jako trajektorii poruszajacego si¢ punktu materialnego — co przyjdzie w czasach nowozytnych —
wigzanie bowiem matematyki z materialng rzeczywistoscia bylo dla Grekow czyms zasadniczo
obcym.

Jakie krzywe Grecy znali? Znali ich sporo i wszystkie one braly poczatek z powabnych
matematycznie konstrukcji. Za najpigkniejsze uznawali lini¢ prostg i okrag oraz ich pochodne
Jak evkloida, epi- i hipocykloidy, zas przyrzadom sluzacym do ich rysowania'— linialowi

i evrklowi — przypisywali uprzywilejowane znaczenie w geometrii.

(dbilo sig to na ich kosmologii, w stworzonym bowiem przez nich systemie $wiata Ziemia
znajdowala sie¢ w Srodku, a wokol niej po okregach krazyly Stonce, Ksigzyc i planety.

Nie zgadzalo si¢ to z obserwacjami, wigc z czasem rozbudowano ten system tworzjc
skomplikowany mechanizm, ktérego zasadniczymi elementami byly okregi toczace si¢ po innych
okregach. Wszystkich tych okregéw u Ptolemeusza (11 wiek n.e.) bylo az 41, ale

z uprzywilejowania tej krzywej Grecy nie zrezygnowali nigdy.

Druga kategori¢ krzywych stanowily elipsa, parabola i hiperbola, okreslane jako przekroje stozka
(stad ich nazwa: stozkewe). Apoloniusz (ok. 262 — 190 p.n.e.) napisal o nich wspanialy traktat,
matematycznie tak doskonaly, Ze praktycznie zamknal przed badaczami ten obszar, przynajmniej
z czysto geometrycznego punktu widzenia. Do trzeciej, najnizszej i raczej niechetnie widzianej
kategorii nalezaly takie krzywe jak spirala Archimedesa, konchoida Nikomedesa czy cissoida
Dioklesa. '
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Znacznie mniej niz krzywe interesowaly Grekow powierzchnie. Zajmowali sig tylko kilkoma
najprostszymi — plaszczyzna, stozkiem, walcem, sferg — i to bardziej jako miejscem, gdzie s
ciekawe rzeczy do badania, jak stozkowe, linia srubowa itp. niZ nimi samymi.



duza krzywizng

Niezwykly triumf przezyly stozkowe w 1600 lat z gbra po swym odkryciu. Kopernik
(1473--1543), ktory przeniosl srodek swiata do Storica, a Ziemi | pozostalym planetom kazal
obiegac Storice (oczywiscie po okregach), stworzyl teorie matematycznie znacznie prostsza, ale
mato dokladng, a nawet dajaca wyniki gorsze od greckiej. Poprawil ja Kepler (1571-—1630),
ktory pod wplywem lektury traktatu Apoloniusza wpadl na mysl, Zze planety kraza po elipsach,
a Slonce znajduje sic we wspdlnym ognisku tych elips. Zgodnosc¢ z obserwacia byla tym razem
doskonala i w ten sposob konstrukeja matematycznie pigkna okazala sie takze uzyteczna.

Byl to wielki impuls dla badan nad krzywymi, a e zbiegt si¢ on w czasie z otwarciem przez
analize Newtona (1642—1727) i Leibniza (1646—1716) oraz geometri¢ analityczna Kartezjusza
(1596—1650) nowych horyzontéw w matemalyce, wigc w rezultacie na jakies dwiedcie lat krzywe
znalazly sig w samym centrum metematyki, pgromnie wiele od niej otrzymujac, ale i silnie na
nig w zamian wplywajac.

Przede wszystkim pojawily si¢ dwa obfite Zrodia doplywu nowych krzywych i dotyczacych ich
pytan. Jednym bylo przyrodoznawstwo i powstajgce na jego terenie zagadnienia. Pod wplywem
Galileusza (1564—1642), wspomnianego juz Keplera, Huygensa (1629—1695) i wielu innych,
raczeto §émialo siega po krzywe bedace trajektoriami punktow lub w inny sposob zwigzane

7 lizyka. Przykladem niech beda dwa stynne niegdys zagadnienia. Problem brachistochrony:
znale#é krzywa przechodzaca przez dwa nielezace na jednej pionowej punkty.4 i B, wzdhuz
ktorej punkt materialny pod wplywem cigzenia przebiegnie droge 4B w najkrotszym czasie
(pomija si¢ tarcie i opor powietrza). Problem tautochrony: znalez¢ krzywa, wzdhuz ktorej punkt
materialny dokonuje wahan (znow pod wplywem cigZenia i z pominigciem tarcia i oporu
powietrza) w tym samym czasie niezaleznie od punkitu startu ‘W obu przypadkach rozwigzaniem
okazala sie cykloida, a znalezienie tego rozwiazania stalo si¢ poczatkiem rozwoju rachunku
wariacyjnego (co znow nie nalezy do tematu). Innym przykladem krzywej ,,fizycznej” jest linia
laricuchowa, ktorej ksztalt przybiera lancuch podwieszony za dwa korice pod wplywem sily
viezkosci.

Drugim obfitym zrédlem nowyeh krzywych stala si¢ geometria analityczna Kartezjusza. Dzigki
ukladowi wspolrzednych na plaszczyznie kazda krzywa opisuje sie za pomoea jakiego$ rownania
i na odwrot, rownania z dwiema niewiadomymi opisuja krzywe. W przestrzeni uklad
wspolrzednych pozwala identyfikowa¢ rownania z dwiema i trzema niewiadomymi

z powierzchniami, uklady za$ takich réwnan — z krzywymi jako czesciami wspolnymi
odpowiadajacych tym réwnaniom powierzchni. Nieoczekiwanie przy takim podejsciu
najprostszymi krzywymi okazujg si¢ linia prosta, okrag i trzy stozkowe, im bowiem i tylko im
odpowiadaja rownania stopnia 1 lub 2. Rysunek obok przedstawia jedna z krzywych stopnia 3,
tzw. lis¢ Kartezjusza. Krzywe nielubiane przez Grekéw okazaly sig przestepne, tzn. nie
odpowiadaja im réwnania wielomianowe. Znane Grekom powierzchnie majq stopien 2, ale nie
sq to wszystkie powierzchnie tego stopnia. _

Jednoczesnie pojawily sie takze nowe, bardzo skuteczne metody badania krzywych dostarczone
przez analize, u ktorej zrodet lezato proste geometryczne pytanie o styczng do krzywej (jesli
krzywa jest wykresem przebytej drogi w zaleznosci od czasu, to tangens nachylenia styczoej
wyraza chwilowa predkos¢ ruchu).

Odpowiedzia analizy byto pojecie pochodnej. Z polaczenia geometrii analitycznej i metod
analizy wylonila si¢ geometria rézniczkowa, a pierwszym obiektem jej badan staly si¢ krzywe,
ktorych réwnania mialy ciagle pochodne. Sam termin geometria rozniczkowa jest pozny
{wprowadzil go Bianchi (1856—1928)), ale badania zaliczane dzis do tego obszaru

zostaly zapoczatkowane jeszeze przez tworcow analizy. Szly one zrazu w kierunku

klasyfikacji (sam Newton napisal cickawy traktat o krzywych stopnia trzeciego), ale obfitos¢
krzywych jest tak olbrzymia, a trudnosei narastaly tak wielkie, e szybko poniechano badania
krzywych kazdego kolejnego stopnia, podj¢to natomiast, inspirowane przez ducha analizy,
badanie podstawowych wlasnosci krzywych.

Ot6z najbardziej charakterystyczna wlasnoscia krzywej jest jej zakrzywianie sig. Jakkolwiek
mglista moze sie wydawac ta wlasnos¢, kazdy sie zgodzi, ze linia prosta nie zakrzywia si¢ weale,
za$ okrag o promieniu r, zakrzywia si¢ mniej od okrggu o promieniu r, < ry. Jesli chcemy
wyrazi¢ krzywizne krzywej (w danym punkcie) liczba, trzeba sig to starac tak zrobié, by prosta
miala krzywizne 0, a okrag o promieniu r krzywizng 1/r. I to okazuje si¢ mozliwe, a jeden

z kilku (réwnowaznych) sposobdw jest taki: bierzemy na krzywej K w otoczeniu punktu p trzy
punkty p, . pa, ps i prowadzimy przez nie okrag (jak wiadomo, trzy punkty niewspolliniowe
wyznaczaja okrag, a trzy punkty wspélliniowe wyznaczaja prosta, ktora traktujemy tu jako
okrag o promieniu o0). Jesli teraz punkty te uruchomimy i kazemy im dazy¢ do punktu p, to
dla krzywej, ktorej rodwnania maja dwie pierwsze pochodne ciagle (standardowe zalozenie
geometrii rozniczkowej), okregi wyznaczone przez te punkty beda dazy¢ do pewnego polozenia
granicznego. Ten okrag graniczny najlepiej aproksymuje krzywa K w otoczeniu punktu p i jego
srodek nazywa sie Srodkiem krzywizny, a odwrotno$¢ jego promienia — krzywizng krzywej K

w punkcie p (pisze o tym dokladniej A. Szybiak). Inny sposob, pochodzacy jeszcze od Newtona,
wyraza krzywizng jako predkos¢ zmiany kierunku wektora stycznego. Podstawowe twierdzenie
glosi, ze dla scharakteryzowania krzywej plaskiej niezawierajacej odcinkéw (z dokladnoscia do
jei polozenia na plaszezyznie) wystarczy okreélenie krzywizny w kazdym jej punkcie.
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W przypadku krzywej przestrzennej (np. linii srubowej) post¢powanie jest bardziej skomplikowane,
Na krzywej przestrzennej K ustalamy punkt p i bierzemy w nim styczng ¢. Wsrod plaszczyzn
zawierajacych 7 wyroznia sie taka, ktora najlepiej przylega do krzywej w otoczeniu punktu p;
nazywa si¢ ja plaszczyznq scisle styczng. Prostopadia wzgledem 7 w punkcie p, ktora lezy
w plaszczyZnie $cisle styczne), nazywa sie normalng glowng, a prosta przechodzaca przez
p 1 prostopadla zarowno do stycznej jak i do normalnej glowne) nazywa si¢ binormalng. Podobnie
jak na plaszczyznie, zmiany kierunku normalnej glownej (lub, co na to samo wychodzi, zmiany
kierunku stycznej) opisuja krzywizne, a zmiany kierunku binormalnej — tzw. skrecenie, tj. miare
intensywnosci odchylania sig krzywe) od plaszezyzny scidle stycznej. Obie te wielkosci,
krzywizna i skrecenie, charakteryzuja krzywe przestrzenne z dokladnoscig do ich polozenia
w przestrzeni (por. artykul A. Szybiaka). '
Z chwila znalezienia tych eleganckich charakteryzacji cigzar badan w geometrii rozniczkowej
przesunal sie na powierzchnie, gdzie trudnosci byly znacznie wigksze. Podobnie jak krzywa,
takze powierzchnia si¢ zakrzywia, ale matematyczne uchwycenie tego zakrzywienia okazalo sie
trudne. W miarg postgpow badan nad krzywymi probowano je przenosi¢ na powierzchnie
poprzez analizowanie przekrojow plaszczyznami (kazdy taki przekro) jest oczywiscie krzywa
plaska, ma wigc swoja krzywizng etc.) i cho¢ uzyskano wyniki cieckawe, nie byly one w pelni
zadowalajace. Trudnosci przelamal dopiero Gauss (1777—1855) tworzac pigkna koncepcje
krzywizny przestrzeni i wprowadzajac calkowicic nowe metody, pozwalajgce na uzyskanie wielu
znakomitych wynikow.
Przyjmijmy, Ze powierzchnia M lezy w tréjwymiarowe] przestrzeni cuklidesowej. Wystawiajac
w kazdym jej punkcie p wektor #(p) prostopadly do M i majacy diugosé 1 otrzymujemy
odwzorowanie

mM — S%:p— a(p),

ktore kazdemu punktowi p powierzchni M przyporzadkowuje ten punkt sfery jednostkowej 52,
na ktory wskazuje koniec wektora #( p), jesli go przenies¢ rownolegle do srodka tej sfery,

Z pomoca tego odwzorowania wartos¢ bezwzgledna krzywizny k(p) powierzchni M w punkcie p
okresla si¢ jako granice stosunku

pole obszaru n(A)
pole obszaru A
wzgledem obszaréw A zawierajacych punkt p i o polach zmierzajgcych do 0. Np. dla plaszczyzny
P odwzorowanie Gaussa n: P — S* jest oczywiscie stale, a zaiem A(P) = 0, za$ dla sfery S?
odwzorowanie Gaussa n: 5% — 52 jest identycznoscia, skad k(S?) = 1. Plaszczyzna i sfera sg
wigc powierzchniami o stalej krzywiznie. Warto zauwazyc. Ze t¢ samg wartos¢ bezwzgledna
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krzywizny, co dla sfery otrzymamy. dla tzw. pséudosfery |[z] =In ——————— —
ek Vot 4y

— ¥ 1—x*—y* — tu jednak przyjmujemy k = — 1, gdyz powierzchnia ta zakrzywia si¢ ,,w obie

strony”. Na ogol jednak krzywizna zmienia si¢ od punktu do punktu.

Jednym z najpickniejszych wynikéw Gaussa byla slynna theorema egregivm, na mocy ktorego
krzywizna nie zmienia si¢ przy przeksztalceniach zachowujacych diugosci krzywych na
powierzchni. Byl to bardzo wainy wynik i od Gaussa zaczgla si¢ wlascrwa geometria
rozniczkowa powierzchni, ktorej rozwdj trwa do dzis i silnie wplywa na fizyke, analizeg i topologig.
Obok ogromnego postepu w geometrii rozniczkowej trwaly badania powierzchni tradycyjnymi
metodami geometrii analitycznej. Waznym tu osiggni¢ciem byla kompletna klasyfikacja
powierzchni drugiego stopnia (tj. przedstawialnych rownaniem stopnia 2 trzech zmiennych),
do ktorych naleza elipsoidy, hiperboloidy jednopowlokowe, hiperboloidy d vupowlokowe,
paraboloidy eliptyczne, paraboloidy hiperboliczne, stozki | walce, natomiast proby badania
powierzchni wyzszych stopni nie mialy ani wigkszego powodzenia ani wickszego znaczenia.
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W XIX wieku zaszly w matematyce ogromne zmiany, z ktorych bodaj najwazniejsza byla utrata
przez geometri¢ roli podstawy matematyki. Bylo to oczywiscie skutkiem pojawienia si¢ geometrii
nieeuklidesowych, ratunek za$ znaleziono z czasem w teorii mnogosci. Dramatyczna ta historia
do tematu nie nalezy, jednakie wynikiem takiego rozwoju wydarzen bylo pojawienie si¢ z koricem
owego wieku dyscypliny matematycznej zajmujacej sie najgicbiej lezacymi wlasno$ciami
przestrzeni, a mianowicie topologii.

Czy krzywa jest takze poieciem topologicznym? Jedli ma pozosta¢ jednym z podstawowych poje¢
matematyki, to powinna by¢. Z tego jednak punktu widzenia dotychczasowe koncepcje nie
nadawaly sie (byly zbyt nicjasne jak u Euklidesa, zbyt fizyczne jak u Keplera, zbyt waskie jak

w geometrii rozniczkowej) i tak doszio do postawienia pytania: co fo jest krzywa?

Od postawienia tego pytania do znalezienia nan zadowalajacej odpowiedzi minglo lat
piecdziesiat i historia tego potwiecza oczywiscie tu si¢ nie zmiesci, wypada jednak wspomnie¢

o wydarzeniu, ktore wstrzasnelo cala ta problematyka. W slynnym Kursie Analizy Jordan
(1838—1922) zdefiniowat krzywg jako obraz ciagly przedziatu linii prostej. Definicja ta ma
wyrazng motywacje fizyczng (trajektoria punktu w zaleznosci od czasu), i obejmowala wszystkie
dotychczas znane krzywe i w zakresie potrzebnym analizie Jordanowi calkowicie wystarczala.

W 1890 roku Peano (1858—1932) zbudowal wszakze na odcinku funkcje ciagla, ktorej obrazem
jest pelny kwadrat. Zatem jesliby przyjaé¢ definicje Jordana, to pelny kwadrat bylby krzywa!

A takze, jak sie poZniej okazalo, takze peina kula i kazdy w ogole wieloscian! Sam Jordan

nic przyjal odkrycia Peano do wiadomofdci i do kofica zycia definiowal krzywa po swojemu, bylo
jednak jasne, ze do ogdlnego pojecia nie tedy droga. Wstrzas wywolany ,,krzywg Peano”
doskonale odzwierciedla uwaga Kleina (1849—1925), Ze nic nie wydaje mu si¢ bardziej metne
niz pojecie krzywej.

Wyijasnienie przyszlo z malo oczekiwanej strony, a mianowicie poprzez odpowiedZ na znacznie
og6lniejsze pytanie: co to jest wymiar? I to pytanie ma pasjonujaca, cho¢ nieco krotsza historie,
a znalezienie nan odpowiedzi z poczatkiem lat dwudziestych naszego wieku przez Urysohna
(1898—1924) i Mengera pozwolito zdefiniowac krzywa jako zbioér jednowymiarowy (por.
,,dlugos¢ bez szerokosci” u Euklidesa) z dodatkowymi i w pelni naturalnymi zalozeniami
zwartosci, spojnosci i metryzowalnosci. Z ta chwila badania krzywych stangly na solidnych
podstawach i nadzwyczaj bujnie sie rozwinely, przy walnym zreszta udziale topologow polskich.
Z intuicyjnego punktu widzenia twory wymiardw 1, 2 i 3 sa takimi obiektami geometrycznymi,

z ktérych kazdy ich punkt daje sie wyjac, wraz z pewnym swym otoczeniem, przy pomocy cazek
(wymiar 1), nozyczek (wymiar 2) lub pily (wymiar 3). Nieco scislej, obiekt ma wymiar 1, gdy
kazdy jego punkt ma dowolnie male otoczenie, ktdrego ograniczenie sklada sie z osobnych
punktéow (miejsca przykladania ,,cazek™), chociaz punktow tych moze by¢ nieskonczenie wiele.
A jesli zazadamy ponadto, by obiekt ten lezal w przestrzeni euklidesowej (metryzowalnos¢), byt
ograniczony i zawieral granice lezacych w nim ciagdw (zwartos¢) oraz skladal sig z jednego
kawalka (spdjnosé), to mamy krzywa. Przyklady krzywych plaskich pokazuja rysunki obok. Na
szczegolna uwage zastuguja dwa ostatnie, tzw. dywany Sierpinskiego, plaski i przestrzenny.
Dywan przestrzenny zawiera w sobie (topologicznie) kazda krzywa, a dywan plaski — kazda
plaska.

W przeciwienstwie do krzywych, ktore sa wszystkimi tworami Jednowymlamwym: (zwartymi,
spOjnymi i metryzowalnymi), powierzchnie sa tworami dwuwymiarowymi (zwartymi, spojnymi

i metryzowalnymi) szczegélnego rodzaju: kazdy ich punkt ma otoczenie takie samo (topologicznie)
jak dowolny punkt plaszczyzny. Powierzchnia (Scislej mowiac, powierzchnia zamknigta) wyglada
wigc lokalnie jak plaszczyzna i rozumny Zuk, wedrujacy po niej, ale majacy ograniczone pol.e
widzenia — nie potral'l odroznic jej od plaszczyzny.
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Powierzchnig jest sfera i torus, nie jest nig natomiast figura na rysunku wyzej.

Mimo tego ograniczenia, powierzchni jest nieskonczenie wiele (Scislej: przeliczalnie wiele, tj.
tyle, ile liczb naturalnych) i stanowia one wdzieczny przedmiot analiz i badan. Na powierzchniach
wystepuja ciekawe zjawiska, ktorych nie ma wérod krzywych, np. nieorientowalnos¢. Jesli nasz
zuk ma dwa zegarki i jeden z nich zostawia w domu, a z drugim chodzi na spacery, to moze

sie zdarzy¢, iz po powrocie zjeza mu si¢ z wrazenia czulki: zegarki chodza w rézne strony!
Najprostszy przyklad takiej powierzchni stanowi plaszezyzna rzutowa, ktéra powstaje z krazka
kolowego przez sklejenie kazdej pary przeciwleglych punktow na jego obwodzie. Skiejenie to
nie daje si¢ do konca wykona¢ w tréjwymiarowe]j przestrzeni cuklidesowej, jesli jednak
ograniczymy si¢ do paska ABB’A’, to otrzymamy wste¢ge Mobiusa (ktora jest przykladem
powierzchni z brzegiem, czego tu nie definiujemy), na ktorej zjawisko nieorientowalnosci mozna
latwo zademonstrowaé posuwajac si¢ wzdluz linii srodkowej CC” (por. artykut I. Grzegorczyk
w nastepnym numerze). '
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Sfera, torus i plaszczyzna rzutowa sa powierzchniami najbardziej, w pewnym sensie,
podstawowymi, mozna z nich bowiem otrzymac kazda inng z pomoca prostej operacji: wycinajac
w powierzchniach M i N okragle otwory i sklejajgc razem ich brzegi otrzymujemy powierzchnie
M £t N zwana sumg spdjng powierzchni M i N. Rysunek obok pokazuje sume spojna dwoch
torusow, a twierdzenie klasyfikacyjne méwi, Ze kazda powierzchnia jest topologicznie identyczna
badz ze sfera, badz z sumg spdjna toruséw, bad# z sumg spdjna plaszezyzn rzutowych.
Twierdzenie nie jest banalne: z ktéra z wyliczonych powierzchni jest identyczna suma spOjna
torusa i ptaszczyzny rzutowej? (por. artykut J. Oledzkiego w nastepnym numerze Delty).

I tak doszliSmy do czaséw zupelnie juz nam wspolezesnych, co sklania do zakonczenia tego
przegladu paru slowarfii komentarza o obecnych badaniach nad krzywymi i powierzchniami oraz
roli tych badan we wspélczesnej matematyce. Wypowiadam tu poglad bardzo osobisty, wydaje
sig jednak, ze w zakresie krzywych geometria syntetyczna, geometria analityczna i geometria
rozniczkowa nie maja juz wiele do dodania, a cho¢ rozwija sie jeszcze topologiczna teoria
krzywych, to i ona ma prawdopodobnie najwieksze dni za soba. Zywe sa jednak badania nad
niektorymi szczegolnymi rodzajami krzywych jak grafy i niektérymi szczegdlnymi rodzajami
zagadnien jak pofozenie. Grafem nazywa sig¢ skoriczong sume lukow zlepionych Koricami i poza
nimi rozlgcznych, a teoria graféw znalazla liczne i powazne zastosowania w wielu dziedzinach
dziatalnosci ludzkiej. Na terenie tej teorii zostalo w 1976 roku rozstrzygnigte glosne zagadnienie
czterech barw (o malowaniu map na plaszczyZnie), stanowigce zreszta zaledwie wierzcholek gory
lodowej wielu podobnych, waznych i trudnych probleméw. Najlepsza ilustracj¢ zagadnienia
polozenia stanowia wezly i pytanie: kiedy dwa wezly sa rownowazne (jeden daje sie
przeprowadzi¢ na drugi bez rozplatywania). Matematycznie wezel jest krzywa zwykla zamknieta,
tj. ,,gumowym” obrazem okrggu w 3-wymiarowej przestrzeni euklidesowej, a dwa wezly sa
rownowazne, gdy istnieje topologiczna transformacja przestrzeni na siebie, przy ktérej jeden

z nich przechodzi na drugi. W tym sensie koniczynka i wezet 6semkowy (na rysunku obok) nie
sg rownowazne. Podobnie jak teoria grafow, takze teoria weztow jest dzi§ w pelni rozkwitu,

ale i ona wykracza poza ten artykul. Nieco inna jest sytuacja powierzchni, stanowig one bowiem
najnizsza, ,,zrodlowa”™ warstwe rozmaitosci, tj. takich przestrzeni (zwartych, spéjnych,
metryzowalnych), ktérych kazdy punkt ma otoczenie takie same (topologicznie) jak dowolny
punkt przestrzeni euklidesowej ustalonego wymiaru n (zwanego wymiarem rozmaitosci). Jak
kiedy$ krzywe, tak dzi$ rozmaitosci znajdujg si¢ w samym centrum matematyki i wszystko
wskazuje na to, ze dlugo tam pozostana.

Brzakanie czas konczy¢. Trwalo dlugo, a przeciez dotkneliSmy tylko niektorych strun pomijajac
wiele innych. Pominelismy rdzne krzywe znane i waine dla zastosowan jak loksodroma

i ortodroma, krzywe balistyczne, trajektorie cial niebieskich i ich osobliwosci (bez ich znajomosci
niemozliwa by byla eksploracja kosmosu), ciekawe krzywe w biologii, krzywe trygonometryczne
i oparta na nich analiz¢ harmoniczng zajmujaca sie badaniem zjawisk periodycznych, XIX-wieczng
mode na krzywe i konstruowane podowczas rozmaite aparaty do ich rysowania (np. pigkne
,.krzywe Lissajous™), krzywe jako granice tamanych (z wyjatkiem krzywej Peano), krzywe jako
obwiednie, krzywe biegunowe, krzywe jednobiezne i wiele, wiele innych. Podobnie pominglismy
takze rozne ciekawe zjawiska na powierzchniach jak prostokresino$é, jednostronnosé, zawezlenie
(podobnie jak obraz topologiczny okregu 8! moze by¢ zawezlony w R?, tak obraz topologiczny
sfery S* moze by¢ zaweZlony w R*), punkty siodlowe i inne, a takZe blizsze oméwienie wielu
powierzchni szczegblnych jak butelka Kleina, katenoida itp. Na to wszystko nie starczylo juz
czasu ni miéjsca, bo matematyka to taki osobliwy skarbiec, ze im wigcej sie zen czerpie, tym
wigcej skarbow sie odkrywa.
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Planszg¢ do naszej gry widzimy na rysunku ponizej. Tworzy ja kwadrat 6 x 6
A ~ . z dorysowanymi z kazdej strony trzema uchami.
[T Gracze wykonuja ruchy na przemian, stawiajac w poszczegdlnych kwadratach

O@D BS lub [ BB - Gdy plansza jest juz zapelniona, powstaje rysunek,

ktéry mozemy interpretowac jako krzywa przestrzenna. Pierwszy z graczy stara

si¢ w ciagu gry, by byla ona jak najbardziej ,,zawezlona™, wysitki drugiego ida

A~ 4 w kierunku jej ,,rozpl‘qtywa_nia”, tak, by przy konicu gry krzywa miata jak

T 3 O najmniej ,,skrzyzowan”, a jak najwiecej niezawezlonych petli. Oto przykiad

w ktérym pierwszy z graczy dostal 4 punkty (za kazde ze skrzyzowan), a drugi

£ z graczy dostal 1 punkt za izolowang petle. Po kazdej partii powinna nastgpic¢

) zmiana rol graczy. MoZzemy wprowadzi¢ oczywiscie inne sposoby punktowania.
W te gre mozna gra¢ nawet na szachownicy 2 x 2 (oczywiscie nie za diugo). Czy

7 mozecie znaleZ¢ optymalne strategie dla graczy?
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