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Rysunek 1. Dlugost krzywej obliczamy jako
granice dlugosei lamanych wpisanych
w krzywa.

Préba obliczenia diugosei dowolnego tuku
elipsy zadala calej armii matematykéw robotg
na ponad sto lat; w rezultacie powstala
obszerna teoria tzw. funkcji eliptycznych,
Przy obliczaniu diugodci tuku elipsy
dochodzimy bowiem do calek postaci

§ ¥/ 1= kZsinZs ds, ktérych przy 0 < k < 1 nie
moina wyrazié przez skoficzong licebe funkcji
elementarnych.,

Najczgsciej stosuje sig je ax f. Jest
to wektor prostopadly do « i #, o dlugosci
réownej polu ré legloboku o bokach aff

i takim, ze trojka «, #, a « # jest dodatnio
Zori (ré kretna z (1,0, 0),
(0,1,0), (0,0, 1)). Gdy « i # zaleig od
paramelru f w sposob rézniczkowalny, to
axfileii(e=f)Y = a' % F+axf. Podobna
regule mozna latwo wyprowadzié i dla
kazdego iloczynu skalarnego: {x, f)* =

= {a’, By +{x, 8.

Co nalezy rozumie¢ przez krzywa w przestrzeni euklidesowej E*? Jak okredli¢ styczng do
krzywej? Jak scharakteryzowac zakrzywienie przy pomocy liczb? Tymi zagadnieniami zajmowano
si¢ juz od czasdéw Leibniza, a mozZe i wczesniej, zanim sprecyzowano pojecie krzywej. Okazalo
sig, ze odpowiedZ na postawione wyzej pytania najlepiej formulowa¢ w jezyku analizy :
matematycznej, dokladnie zas: rachunku rozniczkowego. Dlatego tez dzial matematyki w ktorym
badamy krzywe, ich styczne, krzywizny, skrecenia, itp.. nazywamy geometria rézniczkowaq.
§1. Ustalamy na osi liczbowej przedziat J i niech p;, @2, @3 beda funkcjami cigglymi na J.
Trojke [y, ¢2, P3] oznaczymy przez @. Ustalmy w przestrzeni E* ortonormalny uktad
wspolrzednych i przyporzadkujmy kazdemu punktowi x € J punkt w E?, ktorego
wspolrzednymi sg liczby ¢, (x), @2(x) i ps(x). Tym sposobem okreslamy odwzorowanie ciggle
@ przedzialu J w przestrzen E*, Zapas tego odwzorowania, czyli zbiér punktow o wspotrzednych
[@1(x), @2(x), @a(x)] nazywamy krzywa w E°. Samo odwzorowanie @ nazywamy opisem
parametrycznym tej krzywej. ZalozyliSmy, ze odwzorowanie ¢ jest ciggle. Jezeli jednak nie
zalozymy czegos wiecej, to wyzej postawiona definicja krzywej moze si¢ okaza¢ zbyt obszerna.
Mozna poda¢ przyklad krzywej wypelniajacej obszar dwuwymiarowy, lub nawet
tréjwymiarowy. Dlatego dalej bedziemy rozwaza¢ wylacznie takie opisy krzywych, ktérych
skladowe nie tylko s3 ciggle, ale majg réwniez ciggle pochodne pierwszego i drugiego rzedu.
Zagadnienie obliczania dlugosci krzywych podjal juz Archimedes podajac metodg obliczania
dtugosci okregu. Uzywane dzisiaj okreslenie dlugosci krzywej niczym si¢ w zasadzie nie rozni
od podanego wéwczas przez mistrza z Syrakuz. Ustalmy w E® krzywa opisana przez
odwzorowanie ¢ okreslone na przedziale J. Jezeli podzielimy J na N rozlacznych
podprzedzialow, J = (x, &;) U [y, ), )0 ... Ulay-y, f), to odcinki p(x) @(x,),
o) @(@2), ..., p(an_1)@(B) utworza lamana w E3. Kres gorny zbioru dlugosci takich tamanych
bedziemy uwaza¢ za dlugosé krzywej opisanej przez ¢. Jezeli dla kazdego przedziatu
domknietego i ograniczonego J' = J krzywa opisana przez odwzorowanie ¢ zaciesnione do J'
ma skoriczona dhugos$é, to mowimy, ze krzywa jest prostowalna. W toku nauki w szkole czy
tez na uczelni technicznej Czytelnik nie spotka sie z krzywymi nieprostowalnymi.
W szczegOlnosci prostowalnymi sa proste, fuki okregow, linia Srubowa, tuki elips. Na dlugos¢ /
krzywej bedgcej obrazem przedzialu {a, b) poprzez ¢ mamy znany wzor

b
M 1 = [V @i+ (@i@)* + @) du.

Zauwazmy, ze wyrazenie pod pierwiastkiem po prawej stronie wzoru (1) jest kwadratem
skalarnym wektora o skiadowych @1(u), @1(u), @3(u). Ustalmy krzywa opisana przez
odwzorowanie réznowartosciowe @ i wybierzmy na krzywej punkt p = @(x,). Dla dowolnego
punktu x > x, przyjmijmy &(x) = dlugos¢ obrazu przedzialu [x, x,] poprzez ¢
adlax < x o(x) = —dlugos¢ obrazu [x, xo]

no i o(xp) = 0. Tak okreélona funkcja o jest na J funkcja rosngcy i ciagla, a wobec tego ma
odwrotna, ktora oznaczymy przez z. Okreslamy nowe odwzorowanie w przyjmujgc

w(x) = o(z(x)). Mamy wigc

w(o(y)) = ¢(z(c(»)) = @(y) dla kazdego y € J.
Z konstrukcji wynika, Ze:
1° pdwzorowanie w jest okreslone na przedziale o dlugosci rownej dlugosci obrazu J poprzez ¢
i opisuje te sama krzywa co @. ,
2° dlugo$é tuku tej krzywej zawartego pomigdzy punktami w(s;) a w(s;) wynosi |s; —s2/.
Opisy krzywych w E? majace wlasno$¢ 2° nazywaija si¢ naturalnymi. Z powyzszych konstrukcji
wynika, Ze jezeli krzywa ma opis roznowartosciowy i skladowe tego opisu maja pochodne
ciagle, to maja roOwniez opisy naturalne.
§ 2. Dalej bedziemy si¢ zajmowaé krzywa w E*® opisang poprzez odwzorowanie naturalne w
przedziatu L w priestrzeﬁ E?, o ktérym zatozymy ponadto, Ze jego skladowe wy, wa, w; maja
ciggle pochodne stopnia pierwszego i drugiego. Wprowadzimy nast¢pujace oznaczenia:

1
@ wlx, ) = w(x)+wilx)h+ T wi'(x)h?,

oilx, h) = wilx+h)—7(x,h). i=1,2,3

Oznaczymy przez w(x) wektor wodzacy punktu w(x) wzgledem pewnego ukladu wspolrzednych
(ey, €2, €3), a dalej niech

3
B, b = )" odx, hey

f=]
3
ix, h) = Y nlx, e

i=1

(3)

|a| bedzie oznaczaé diugosé wektora a, {a, b> — iloczyn skalarny wektoréw a i b, a av b — ich
iloczyn wektorowy.
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1
Rozwazmy teraz granicg;iua;—_ (wlx+h)—w(x)).

Wektor w(x+ h)— w(x) mozemy sobie wyobrazi¢ jako skierowang cigciwe tuku naszej krzywej,
majacg poczatek w punkcie w(x) a koniec w punkcie w(x+ h). Przy naszych zaloZeniach
odnosnie opisu w liczba 4 jest dlugoscig tuku krzywej zawartego pomiedzy tymi punktami, zas
[wlx+ H)—w(x)| jest dlugoscia cigciwy. Iloraz tych dwoch wielkoscei zmierza do jednoéei przy A
zmierzajacym do zera. A wige wektor w’(x) ma dlugosé 1 i okresla kierunek krzywej. ‘Wektor
ten oznaczymy symbolem T'(x). Jest to jednostkowy wektor styczny do naszej krzywej, a jego
zwrot jest jednoznacznie wyznaczony przez opis w. Wykazemy, ze wektor

1

w(x) = lim — (W (x+k)—w'(x))
A0 A

jest do niego prostopadtly. Rozniczkujge tozsamosé

3
w2 = 1= (wi(x)*
i=]

3
otrzymamy 0=2 Z wi(x)wi’(x) = 2{w'(x), w'(x)).
" i=1
Tloczyn skalarny wektorow w’'(x) i w”’(x) jest rowny zeru, a wiec wektory te sg albo prostopadle,
albo drugi z nich jest wektorem zerowym (bo pierwszy nie jest).

Azeby otrzymac na naszej krzywej funkcj¢ charakteryzujaca jej krzywizng bedziemy sig starali
dobra¢ w danym jej punkcie najsciélej dopasowany do niej okrag. Za miare krzywizny naszej
krzywej uwazamy odwrotnos¢ jego prommienia. Wybierzmy wige na naszej krzywej trzy punkty
wlx—h), w(x) i w(x+h). Jezeli nie lezg one na jednej prostej, to przechodzi przez nie dokladnie
jeden okrag. Promien ry(x) tego okregu obliczymy ze wzoru

iloczyn bokéw trojkata o wierzcholkach w(x— k), w(x), w(x+h)
4 pola tego trojkata

ra(x) =

Zaslqpujac w tym wzorze pole trojkata przez polowe diugosci iloczynu wektorowego bokow
wlx—hw(x) i wx)w(x+ k) otrzymamy

-

al(x, h)b(x, Wye(x, h)
2la(x, Hyvb(x, h)|

@ n(x) =

gdzie a(x, h) = w(x)—w(x—h), b(x, k) = w(x+h)—w(x), c(x, k) = wlx+hH—w(x—h)
ia(x,h) = |a(x, k)|, b(x, k) = |b(x, h)|, c(x, h) = |e(x, k) |. Przy ustalonym x i zmierzajagcym
do zera h wielko$é ry(x) zmierza do okreslonej granicy albo do nieskoniczonosci. Wykazemy
to, jednocze$nie obliczajac granice. Mamy (zob. oznaczenia (2) i (3))

a(x, ) = w(x)h— —;-w”(x)ﬁ‘+§(x, k)

b(x, h) = w(x)h+ % w(x)h*+B(x, k)
cCx, B) = 2w/ () -+ (e, W) +BCx, —B)
a stad obliczamy
alx, v b(x, h) = 2wV W) +w )V o(x, Dh—w (x)Vv o(x, —h)h
olx, h) L

Z okreslenia funkcji wektorowej ¢ wynika, ze }jm = 0, a stad
—’0

(5) iimu % a(x, h)v b(x, h) = 2w'(x)v w”(x).

Podobnie mozemy wykazac, ze

(6 lim L,a(x.h)b(x,h)dx.k) = w(x)=1.
h—=0 h

Korzystajac z faktu, ze w”(x) jest wektorem prostopadlym do wektora jednostkowego w'(x),
otrzymamy

@) lim La(x, BV b(x, )| = [w'(x)|
’ K0 | B*
Wychodzac ze wzoru (4) i wykorzystujac (5), (6), (7) wyliczymy ostatecznie, Ze
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Mamy juz wigc wzor na promiefi granicznego okregu. Znajdziemy jego $rodek oraz
plaszczyzne, w ktorej on lezy. W tym celu rozpinamy na wektorach a(x, k) i b(x, k) plaszczyzne
i bedziemy szukaé jej poloZenia granicznego przy s zmierzajacym do zera. Plaszczyzna ta jest
wyznaczona jednoznacznie wtedy i tylko wiedy, kiedy punkty w(x—A), w(x) i w(x+/h) nie leza
na jednej prostej. Pomifimy wigc ten przypadek, kiedy nasza krzywa jest prosta w otoczeniu
punktu w(x). Wektor A= 3a(x, k)v b(x, h) jest wiec wektorem prostopadlym do plaszczyzny
wyznaczonej przez punkty w(x—h), w(x) i w(x+h). ObliczyliSmy juz, ze jego granica przy h

e . peil . ;
zmierzajacym do zera jest rowna wektorowi —2-w(x)v w''(x). A wigc rownanie plaszczyzny

granicznej ma postaé
—_— A 1 F) #
©) : <w(x)X, WV w (x)> 0.

X oznacza tu zmienny punkt plaszczyzny. Plaszczyzne (9) nazwiemy plaszczyzna Scidle styczna
naszej krzywej w punkcie w(x).
Przykiad. Na rysunku 2 widzimy lini¢ $rubows. Ma ona przedstawienie parametryczne

w(t) = (wi(r), wa(t), Wa(f)).

gdzie wi (1) = cost, wa(r) = sint, w3 (1) = t. Aby znaleZé np. réwnanie plaszczyzny $cisle
stycznej, musimy to przedstawienie zmieni¢ tak, by bylo ,,naturalne”. Z wzoru (1) obliczamy
latwo, Ze dlugos¢ luku linii §rubowej migdzy punktami w(r,) a w(t,) wynosi Y 2[t;—t,].
Przyjmiemy zatem s = 1 /2 i wtedy

‘(5) ( 1si::l c lcos : l)
WAS) =] ===, = T
Y2 W2 Y3 Y2 ¥z
l -
2 Y3 2 2
W)V w"{s)—(+ et T e ) ;_)
N\ 2vE VEZ Wz VR N

Gdys=0,low’vw”=( , —

” —+——) . Plaszczyzna §cifle styczna ma réwnanie

—x;+2x3 = ().

din AB | A8, Za pomocy cyrklai linpki
mozemy wymacrye dowolng liczhe takich
punktéw. Rozwigzanie analityerne (rysunek)
sprowadra sig do wyliczenia punktow
przecigoia okregow
332 = 1
(=3 xOtaP =ad ¥

z ckregami

fxta)?4 11 1;} at+

Orzvmujemy sigd cklad rdwnan

—3x+24yt+Tay = 0

¥ Ip+24 x4 2ax 0. = A
C rd
Ponlewa? o jedt downlnym parameirem \1‘_ [‘ 'ill‘,_ p
- » P5j= =
rreczywistym, wyslanczey rozpatrywaé tvlko -"‘-..‘-. 2j 3

dwi przypadki:

ki zgodne (oba plusy): wiedy po g \
odjeciu rdwnan stronami i prostych 1‘1
preekszalceniach dostajemy x—y = 0 lub // | /
12 e pl= 3o i+ 2 = 0, 1, dwusieczng kata A ,': .
miedzy tymi odeinkami | okmg /'
przechodzacy priez ich kodee. Punkity >
krotszvch lukow AB i A'8° nie spelniaja A B / / S -
warunkow radania, 2) rmaki praeciwoe, 0
np. Wowczas po odeciu rownan - /
- o] ki e Ix—1) . :"_‘:—-_.__
stronami wylickamy, dc g = TrvEeT e
i wstawiafac to do plerwezego rownaniz \\\_H_ &
dostajerny po prosiych pracksztaleeniach "‘: J’J
{x+r) {x* 4+ yid =32 = pd) 0, oy MR Ers it \\
N b

Punkty tej kraywej (cysunek) ted spelniajy
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