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Zauwazmy, ze wyrazenie pod pierwiastkiem po prawej stronie wzoru (1) jest kwadratem
skalarnym wektora o skladowychrp~(u), rp~(u), rp~(u). Ustalmy krzywa opisana przez

od'fzorowanie róznowartosciowe rp i wybierzmy na krzywej punktp = rp(xo). Dla dowolnego
punktu x> Xo przyjmijmy <rex) = dlugosc obrazu przedzialu[x, xo] poprzez rp
a dla x < Xo u(x) = -dlugosc obrazu [x, xo]

no i u(xo) = O. Tak okreslona funkcjau jest na J funkcja rosnaca i ciagla, a wobec tego ma
odwrotna, która oznaczymy przezz. Okreslamy nowe odwzorowaniew przyjmujac

w(x) = u(z(x». Mamy wiec

w( u(y» = rp(z(u(y») = rp(y) dla kazdegoy EJ.

Z konstrukcji wynika, ze:

10 .odwzorowanie w jest okreslone na przedziale o dlugosci równej dlugosci obrazuJ poprzez rp
i opisuje te sama krzywa co rp.
20 dlugosc luku tej krzywej zawartego pomiedzy punktamiWeSt) a W(S2) wynosi 1St -s21.

Opisy krzywych wE3 majace wlasnosc 2° nazywaja sie naturalnymi. Z powyzszych konstrukcji
wynika, ze jezeli krzywa ma opis róznowartosciowy i skladowe tego opisu maja pochodne
ciagle, to maja równiez opisy naturalne.

§ 2. Dalej bedziemy sie zajmowac krzywa wE3 opisana poprzez odwzorowanie naturalnew
przedzialu L w przestrzen E3, o którym zalozymy ponadto, ze jego skladoweWt , W2, W3maja
ciagle pochodne stopnia pierwszego i drugiego. Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

I
I

I
/

I
I

/
t

f3

/
I

/
/

/
I

/
/

/
/
l-

0<.4

/
/

/
/

/
/
/

/
/

/
/

L
0<.3

/
/
/
/
I
/
I
I

/
/
I
t
0<.2

I

I

I

I

Il
I
I

/.
Il
l
0<.1

\

\

\

\

\

\

\

\

~
o<.

Próba oblicunia dlugosci dowolnego luku
elipsy udala calej armii matematyków robote
na ponad sto lat; w rezultacie powstala
obsurna teoria tzw. funkcji eliptycznych.
Przy oblicuniu dlugosci luku elipsy
dochodzimy bowiem do calek postaci
hit - k'sin's ds, których przy O< k < l nie
mozna wyrazic pt2eZskonczona liczbe funkcji
elementarnych.

Rysunek l. Dlugosc krzywej obliczamy jako
granice dlugosci lamanych wpisanych
w krzywa.

Co nalezy rozumiec przez krzywa w przestrzeni euklidesowejE3? Jak okreslic styczna do
krzywej? Jak scharakteryzowac zakrzywienie przy pomocy liczb? Tymi zagadnieniami zajmowano
sie juz od czasów Leibniza, a moze i wczesniej, zanim sprecyzowano pojecie krzywej. Okazalo
sie, ze odpowiedz na postawione wyi.ej pytania najlepiej formulowac w jezyku analizy
matematycznej, dokladnie zas: rachunku rózniczkowego. Dlatego tez dzial matematyki w którym

badamy krzywe, ich styczne, krzywizny, skrecenia, itp~ nazywamygeometria rózniczkowa.
§1. Ustalamy na osi liczbowej przedzialJ i niech rpt,. rp2, rp3 beda funkcjami ciaglymi naJ.
Trójke [rpl , rp2, rp3] oznaczymy przezrp. Ustalmy w przestrzeniE3 ortonormalny uklad
wspólrzednych i przyporzadkujmy kazdemu punktowix E J punkt w E3, którego

D . d A d . SZYBlAK wspólrzednymi sa liczbyrpt(x), rp2(X) i rp3(X), Tym sposobem okreslamy odwzorowanie ciagle
OC. r n rze} rpprzedzialu J w przestrzen E3• Zapas tego odwzorowania, czyli zbiór punktów o wspólrzednych

[rpl(X), rp2(X), rp3(X)] nazywamy krzywa wE3. Samo odwzorowanie rp nazywamy opisem
parametrycznym tej krzywej. Zalozylismy, ze odwzorowanie rpjest ciagle. Jezeli jednak nie
zalozymy czegos wiecej, to wyzej postawiona definicja krzywej moze sie okazac zbyt obszerna.
Mozna podac przyklad krzywej wypelniajacej obszar dwuwymiarowy, lub nawet
trójwymiarowy. Dlatego dalej bedziemy rozwazac wylacznie takie opisy krzywych, których
skladowe nie tylko sa ciagle, ale maja równiez ciagle pochodne pierwszego i drugiego rzedu.
Zagadnienie obliczania dlugosci krzywych podjal juz Archimedes podajac metode obliczania
dlugosci okregu. Uzywane dzisiaj okreslenie dlugosci krzywej niczym sie w zasadzie nie rózni
od podanego wówczas przez mistrza z Syrakuz. Ustalmy wE3 krzywa opisana przez

odwzorowanie rpokreslone na przedzialeJ. Jezeli podzielimy J na N rozlaczny_c_h _
podprzedzialów, J= (lX,lXt) u [lXt,lX2)U[lX2,lX3)U ... U[lXN-1>.B), to odcinki rp(lX)rp(lXt),

rp(lXt)rp(lX2)' ... , rp(lXN-I)rp(f3) utworza lamana wE3. Kres górny zbioru dlugosci takich lamanych
bedziemy uwazac za dlugosc krzywej opisanej przez rp. Jezeli dla kazdego przedzialu
domknietego i ograniczonegoJ' c J krzywa opisana przez odwzorowanie rpzaciesnione doJ'
ma skonczona dlugosc, to mówimy, ze krzywa jest prostowalna. W toku nauki w szkole czy
tez na uczelni technicznej Czytelnik nie spotka sie z krzywymi nieprostowalnymi.

W szczególnosci prostowalnymi sa proste, luki okregów, linia srubowa, luki elips. Na dlugoscl
krzywej bedacej obrazem przedzialu(a, b) poprzez rpmamy znany wzór

b

1= ) v'(rp~(u»2+(rp~(u»2+(rp~(u»2du.
a

o krzywiznie,
skreceniu

i trójnogu Freneta
krzywej (I)

3

e(x, h) = I: (l/(x, h)e/
i=l

(3) 3

'lex, h) = I: T/(X, h)e/
i=l

lal bedzie oznacza~ dlugosc wektora;,(a, b) - iloczyn skalarny wektorówa i b, a aV b - ich
iloczyn wektorowy.

(2)
T/(X, h) = w,(x)+ w;(x)h+ ~ w;'(x)h2,

2

(21(x,h) = w/(X+h)-T/(x,h). i= 1,2,3

Oznaczymy przezw(x) wektor wodzacy punktu w(x) wzgledem pewnego ukladu wspólrzednych
(el, e2, e3), a dalej niechNajczesciej slosuje sie oznacunieex x P. Jest

to wektor prostopadly doex i P, o dlugosci
równej polu równolegloboku o bokachexIJ

i takim, ze lrójka ex, P, ex x P jest dodatnio
zorientowana (równoskretna z (1, O, O),
(O, l, O), (O,O, l». Gdyex i P uleza od
parametru t w sposób r6zniczkowalny, to
exxP tez i (ex x P)' = ex' xP+ex xfJ'. Podobna
regule mozna latwo wyprowadzic i dla
kazdego iloczynu skalarnego:(ex. P)' =
= (ex', IJ)+(ex, P').
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zadama wynika J ze i<}c7na liczba hokc)w

cZ3rnych trójk~llów bylahv o 10 wieksza od

liczby boków hiOjlych trójkqlÓW. Alt: oble te
lic.l,hy sa podLJclne przez 3 - sprzeczno~c.

1
Rozwazmy teraz granice liro-(w(x+h)-w(x)).

h-+O h

Wektor w(x+h)-w(x) mozemy sobie wyobrazic jako skierowana cieciwe luku naszej krzywej,
majaca poczatek w punkciew(x) a koniec w punkciew(x+h)o Przy naszych zalozeniach
odnosnie opisuw liczba h jest dlugoscia luku krzywej zawartego pomiedzy tymi punktami, zas
Iw(x+h)- w(x) I jest dlugoscia cieciwy. Iloraz tych dwóch wielkosci zmierza do jednosci przyh

zmierzajacym do zera. A wiec wektorw'(x) II}a dlugosc 1 i okrysla kierunek krzywej. )\lektor
ten oznaczymy symbolemT(x). Jest to jednostkowy wektor styczny do naszej krzywej, a jego.
zwrot jest jednoznacznie wyznaczony przez opisw. Wykazemy, ze wektor

1
w"(x) = lim- (w'(x+h)-w'(x»

h ...• O II

jest do niego prostopadly. Rózniczkujac tozsamosc

Iloczyn skalarny wektoróww'(x) i w"(x) jest równy zeru, a wiec wektory te sa albo prostopadle,
albo drugi z nich jest wektorem zerowym (bo pierwszy nie jest).

Azeby otrzymac na naszej krzywej funkcje charakteryzujaca jej krzywizne bedziemy sie starali
dobrac w danym jej punkcie najscislej dopasowany do niej okrag. Za miare krzywizny naszej
krzywej uwazamy odwrotnosc jego profuienia. Wybierzmy wiec na naszej krzywej trzy punkty
w(x- h), w(x) i w(x+ h). Jezeli nie leza one na jednej prostej, to przechodzi przez nie dokladnie
jeden okrag. Promienrh(x) tego okregu obliczymy ze wzoru

iloczyn boków trójkata o wierzcholkachw(x-h), w(x) , w(x+h)
rh(x) = 'o

4 pola tego troJkata

Zastepujac w tym wzorze pole trójkata przez polowe dlugosci iloczynu wektorowego boków
w(x-h)w(7) i w(x)w(x+ii5 otrzymamy

•

otrzymamy

3

Iw"(xW = 1 = 2: (w;(x)y
i=l

3

0=2 L w;(x)w;'(x) = 2(w'(x),W"(x».
. i=l

(4)
a(x, h)b(x, h)c(x, h)

rh(x) = -------
2Ia(x, h) vb(x, h) I

gdzie a(x, h) = w(x)-w(x-h), b(x, h) = w(x+h)-w(x), c(x, h) = w(x+h)-w(x-h)
i a(x, h) = la(x, h)l, b(x, h) = Ib(x, h)I, c(x, h) = Ic(x, h)l. Przy ustalonym x i zmierzajacym
do zera h wielkosc rh(x) zmierza do okreslonej granicy albo do nieskonczonosci. Wykazemy
to, jednoczesnie obliczajac granice. Mamy (zob. oznaczenia (2) i (3»

Korzystajac z faktu, zew"(x) jest wektorem prostopadlym do wektora jednostkowegow'(x),
otrzymamy

lim l~a(X,h)V b(X,h)! = Iw"(x)Ih ...•O h3

1
lim -a(x,h)b(x,h)c(x,h) = Iw'(x) I = 1.
h ...•O h3

(8)

(7)

(6)

Wychodzac ze wzoru (4) i wykorzystujac (5), (6), (7) wyliczymy ostatecznie, ze

1
lim -- = Iw"(x)l.
h ...• O r.(x)

1
lim - a(x, h)v b(x, h) = 2w'(x)v w"(x).
h ...•O h3

Podobnie mozemy wykazac, ze

(5)

a stad obliczamy

a(x, h)v b(x, h) = 2w(x)v w"(x)h3 + w'(x)v e(x, h)h- w'(x)v e(x, -h)h

Z k 'l . f k" k o ok' l' e(x, h) O do res ema un CJlwe toroweje wym a, ze lm --- = , a sta
h-+O h2

1
a(x, h) = w/(x)h- - w"(x)h2+e(x, h)2

1
b(x, h) = w'(x)h+-w"(x)h2+e(x, h)2

c(x, h) = 2w/(x)h+e(x, h)+e(x, -h)
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Mamy juz wiec wzór na promien granicznego okregu. Znajdziemy jego srodek oraz
plaszczyzne, w której on lezy. W tym celu rozpinamy na wektoracha(x, h) i b(x, h) plaszczyzne
i bedziemy szukac jej polozenia granicznego przyh zmierzajacym do zera. Plaszczyzna ta jest
wyznaczona jednoznacznie wtedy i tylko wtedy, kiedy punktyw(x-h), w(x) i w(x+h) nie leza
na jednej prostej. Pominmy wiec ten przypadek, kiedy nasza krzywa jest prosta w otoczeniu
punktu w(x). Wektor h-3a(x, h)v b(x, h) jest wiec wektorem prostopadlym do plaszczyzny
wyznaczonej przez punktyw(x-h), w(x) i w(x+h). Obliczylismy juz, ze jego granica przyh

1
zmierzajacym do zera jest równa wektorowi -w(x) v w"(x). A wiec równanie plaszczyzny

2
granicznej ma postac

(9) (ww, ~w'(x)v w"(x) > = o.

Rys. 2. Linia srubowa

--

X o:znacza tu zmienny punkt plaszczyzny. Plaszczyzne (9) nazwiemy plaszczyzna scisle styczna
naszej krzywej w punkciew(x).
Przyklad. Na rysunku 2 widzimy linie srubowa. Ma ona przedstawienie parametryczne

wet) = (WI(t), w,(t), W3(t»,

gdzie WI(t) = cost, W2(t)= sint, W3(t) = t. Aby znalezc np. równanie plaszczyzny scisle
stycznej, musimy to przedstawienie zmienic tak, by bylo "naturalne". Z wzoru (1) obliczamy
latwo, ze dlugosc luku linii srubowej miedzy punktamiw(td a wet,) wynosi }IiitI - t,l.
Przyjmiemy zatems = t Vi i wtedy

(SS s)
w(s) = cos --, sin --, --

}Ii Vi Vi

(1 s 1 SI)w'(s) = - }Ii sin Vi ' Vi cos }Ii' }Ii

( 1 s l s )w"(s)= -TcOS vz' -Tsin }lZ'O

(1 s l s l)w'(s)v w"(s) = + 2 Vi sin Y2' - 2 }Ii cos Y2' VZ

Gdy s = O, to w'v w" = (O, - ~, ~) .Plaszczyzna scisle styczna ma równanie2V2 V2
-X2+2x3 = O.
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gcometryc:znepunktÓw plaszczyzny. ~ ltonc·,

dany odcinek .AS widac pod ustaionym

katem, sklada si~ z dwóch luków Ol<fegow

o promieniu, =: ABJ2'iJna (rysunek'l.
zukane miejsce geometryczne skla •..! S'e

zatem z punktów przecle<O..I IVC'l "ósemek"

dla AR i .4'8'.2'.••pomoca cyrkla i IiniJ"i

mozell',y "yznaczvc dowolna Lcl~ t ••kich

punktów. Rozwiazanie:: analityczne1n"~..:-:ck)
-sprowadza c;ie do wyliczenia punktów

pn:ccieda OKregów

I ')2 lx .~ +':". ~a)' = a2~
2 ~- "4

z okregam;

( 3 2 l(x+a)1+v 2,) . a'+ .4

Otrzy,",ujemy stad uklad równan

3x ',2" j'! •.~ay - \)

y'-1y+2+x2'2ax O

\\,-ylJCza",y. ze a-'!'ona

01 ,ew.li Q _~t dowolnym p:ua-"ctre
leczvwlstym, wystan:'_'V rorpatrywac tvlk..>

dw. przypadli.

I, naki zgodne (oba plusy), wtedy 1'0

OO.t:ClU r(,wrlln ~trom:,~.J i prostycl
uckszlilkeniach dostajemy lC-,u = O lub

2 t y2 3(" •. /l t 2= O,lj, dwusieczna kata

",jedzy tymi ode in l" ~, iokrag

'"'rzec.>rdZ41 ypr-t'-C'z ic~ konce Punkt
kótszyeh luków AS i 4'8' ~e spelnia,,,

w.lCunków :T.a~).nia. 2) Z"".akiprzeciwne

.'. t, .Wówc ••u po od eciu równan
'(
~(,r-lY)

~


