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Sfera, torus i plaszczyzna rzutowa sa powierzchniami najbardziej, w pewnym sensie,

podstawowymi, mozna z nich bowiem otrzymac kazda inna z pomoca prostej operacji: wycinajac
w powierzchniach M i N okragle otwory i sklejajac razem ich brzegi otrzymujemy powierzchnie
M #N zwana suma spójna powierzchniM i N. Rysunek obok pokazuje sume spójna dwóch
torusów, a twierdzenie klasyfikacyjne mówi, ze kazda powierzchnia jest topologicznie identyczna
badz ze sfera, badz z suma spójna torusów, badz z suma spójna plaszczyzn rzutowych.
Twierdzenie nie jest banalne: z która z wyliczonych powierzchni jest identyczna suma spójna
torusa i plaszczyzny rzutowej? (por. artykul J. Oledzkiego w nastepnym numerze Delty).
I tak doszlismy do czasów zupelnie juz nam wspólczesnych, co sklania do zakonczenia tego

przegladu paru slowami komentarza o obecnych badaniach nad krzywymi i powierzchniami oraz
roli tych badan we wspólczesnej matematyce. Wypowiadam tu poglad bardzo osobisty, wydaje
sie jednak, ze w zakresie krzywych geometria syntetyczna, geometria analityczna i geometria
rózniczkowa nie maja juz wiele do dodania, a choc rozwija sie jeszcze topologiczna teoria
krzywych, to i ona ma prawdopodobnie najwieksze dni za soba. Zywe sa jednak badania nad
niektórymi szczególnymi rodzajami krzywych jakgraf y i niektórymi szczególnymi rodzajami
zagadnien jakpolozenie. Grafem nazywa sie skonczona sume luków zlepionych koncami i poza
nimi rozlacznych, a teoria grafów znalazla liczne i powazne zastosowaniaw wielu dziedzinach
dzialalnosci ludzkiej. Na terenie tej teorii zostalo w 1976 roku rozstrzygniete glosne zagadnienie
czterech barw (o malowaniu map na plaszczyznie), stanowiace zreszta zaledwie wierzcholek góry
lodowej wielu podobnych, waznych i trudnych problemów. Najlepsza ilustracje zagadnienia
polozenia stanowiawezly i pytanie: kiedy dwa wezly sa równowazne (jeden daje sie
przeprowadzic na drugi bez rozplatywania). Matematycznie wezel jest krzywa zwykla zamknieta,
tj. "gumowym" obrazem okregu w 3-wymiarowej przestrzeni euklidesowej, a dwa wezly sa
równowazne, gdy istnieje topologiczna transformacja przestrzeni na siebie, przy której jeden
z nich przechodzi na drugi. W tym sensie koniczynka i wezel ósemkowy (na rysunku obok) nie
sa równowazne. Podobnie jak teoria grafów, takze teoria wezlów jest dzis w pelni rozkwitu,
ale i ona wykracza poza ten artykul. Nieco inna jest sytuacja powierzchni, stanowia one bowiem
najnizsza, "zródlowa" warstwe rozmaitosci, tj. takich przestrzeni (zwartych, spójnych,
metryzowalnych), których kazdy punkt ma otoczenie takie same (topologicznie) jak dowolny

punkt przestrzeni euklidesowej ustalonego wymiarun (zwanego wymia~em rozmaitosci). Jak
kiedys krzywe, tak dzis rozmaitosci znajduja sie w samym centrum matematyki i wszystko
wskazuje na to, ze dlugo tam pozostana.
Brzakanie czas konczyc. Trwalo dlugo, a przeciez dotknelismy tylkO niektórych strun pomijajac
wiele innych. Pominelismy rózne krzywe znane i wazne dla zastosowan jakloksodroma
i ortodroma, krzywe balistyczne, trajektorie cial niebieskich i ich osobliwosci (bez ich znajomosci
niemozliwa by byla eksploracja kosmosu), ciekawe krzywe w biologi;, krzywe trygonometryczne
i oparta na nich analize harmoniczna zajmujaca sie badaniem zjawisk periodycznych, XIX-wieczna
mode na krzywe i konstruowane podówczas rozmaite aparaty do ich rysowania (np. piekne
"krzywe Lissajous"), krzywe jako granice lamanych (z wyjatkiem krzywej Peano), krzywe jako
obwiednie, krzywe biegunowe, krzywe jednobiezne i wiele, wiele innych. Podobnie pominelismy
takze rózne ciekawe zjawiska na powierzchniach jakprostokres/nosc; jednostronnosc, zawezlenie

(podobnie jak obraz topologiczny okregu S1 moze byc zawezlony w R3, tak obraz topologiczny
sfery S2 moze byc zawezlony wR4), punkty siodlowe i inne, a takze blizsze omówienie wielu
powierzchni szczególnych jakbutelka Kleina, katenoida itp. Na to wszystko nie starczylo juz

czasu ni miejsca, bo matematyka to taki osobliwy skarbiec, ze im-wiecej sie zen czerpie, tym
wiecej skarbów sie odkrywa.

Plansze' do naszej gry widzimy na rysunku ponizej. Tworzy ja kwadrat 6 x 6
z dorysowanymi z kazdej strony trzema uchami.
Gracze wykonuja ruchy na przemian, stawiajac w poszczególnych kwadratach
53 &9 lub EH B:I . Gdy plansza jest juz zapelniona, powstaje rysunek,

który mozemy interpretowac jako krzywa przestrzenna. Pierwszy z graczy stara
sie w ciagu gry, by byla ona jak najbardziej "zawezlona", wysilki drugiego ida
w kierunku jej "rozplatywania", tak, by przy koncu gry krzywa miala jak
najmniej "skrzyzowan", a jak najwiecej niezawezlonych petli. Oto przyklad
w którym pierwszy z graczy dostal 4 punkty (za kazde ze skrzyzowan), a drugi
z graczy dostal l punkt za izolowana petle. Po kazdej partii powinna nastapic
zmiana ról graczy. Mozemy wprowadzic oczywiscie inne sposoby punktowania.
W te gre mozna grac nawet na szachownicy 2 x 2 (oczywiscie nie za dlugo). Czy
mozecie znalezc optymalne strategie dla graczy?
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